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PREFAŢĂ 


„Lucrarea ue falá se adresează indeosebi elevilor din cluseie XI—XII. sau 
absolventilos liccelor, pulind fi folosilă — partial — și de elevii din ciusele IX— X 
(capitolele 1 si 11). | 

Scopul principal urmărit în lucrare este de a sprijini pe elevi înlr-o mai 
bună fundamentare a noțiunilor lcoretice dobindile în şcoală, precum si într-o 
ma lemeinică pregălire în vederea susținerii examenelor de bacalaureat, de ad- 
milere în învățămîntul superior, sau alte concursuri. | 

Materialul propus, cuprinzind circa $00 de exerciţii si probleme. este grupat 
în tre părți: algebră (delerminunți — matrice — sisteme liniare, polinoume 
si ecuații de grad > 3, struciuri algebrice); analiză (șiruri — limite de şiruri, 
limite de funcţii — continuitate, derivale — reprezentări grafice, integrale) si 
geometrie analitică. ii | 

În cadrul fiecărui capitol problemele urmăresc pe cit este posibil programa 
analitică în vigoare si, de regulă, pe grade de dificultate. 

S-au propus și cîteva exerciții care depășesc cunoștințele de liceu, acestea fiind 
însoțile insă de rezolvárt complete, din care rezullă teoria avută în vedere. 


Rezolvarea multor probleme din cele propuse se poate face paralel cu desfă- 
surarea programei analitice — pe anii respectivi — dar, unele probleme necesită 
cunostintele teoretice de matematici dobindite în anii de liceu. 


În afară de materialul selectional din diferite lucrări de specialitate (din 
fară şi străinătule), din brosurile cu probleme de pregătite a elevilor pentru ad- 
milere în invátámintul superior (1. P. Buc, A.S.E. Buc., 1. Clú Buc. ş.a.) si 
Gazela matematica, am folosit într-o măsură corespunzáloare si material original 
luciul cu elevii la clasă, sau ia orele de pregătire la «diferite trepte de examene. 
În alegereu materialulu am tinut seumu de noua struciurá a învățămîntului 
liceal, prezentind într-u mare măsură (aproupe 80%) exerciții si probleme le- 
gate de noile discipline tehnice introduse in toute liceele cu profil de matematică- 
fizică, malemalică-mecarucă (rezistența materialelor, organe de mașini etc.), pu- 
nind în general accent pe formarea unei abilități de calcul a elevilor, 


Alragem alenția că la unele exerciţii (operaţii cu funcții) nu am prevăzul în 
text, sau rezolvare, domeniile de aplicabilitate ale operaliilor indicate, tar în ră- 
punsurile de la calculul integralelor nu am adăugat constantele de inlegrure, 
ucesteu ráminind in alenlia rezoleilorilor. 

De asemenea, menționăm că soluțiile sau indicațiile dale în rezolvare nu sin! 
limilalive. 

Ati! în îmbunclățirea formei de prezentare. cil si în eliminarea unor necon- 
cordunje, um fost sprujiniţi de 1eferentii de specialitate ui lucrării, cărvru le uducen 
mulțumiri. 
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A. Determinanti 


Să se calculeze determinantii: 


2 3 4 —] — 1 2 —3 
—] De eD 0 2 3 4 —] 
le J sl 0 10 A A 1] 3 A 
4 D =2 9 1 12 —16 21 
2 se = 4 
3 2 4 ] 
BS aci. etate alt 4 le 
4 =i 2 1 
R. A, = 0, A,=0, A, = 0. 
1 1 ] 
> A_ U—a+b+c bla- h+  c(a+b—c) 
a } | l E 
—=U+b+C aby", a+b=e 
R. 0 
a=b=c 2a 2a 
3. A = 2b bh—c—a 2b ; 
2c 2C c— ua — l 


R. Se adună liniile a doua si a treia la prima si se scoate în factor a + b + c, apol se 
scade coloana intii din celelalte. Se obtine A = (a + b + cy = (La)?. 


Notá. Ín cele ce urmeazá se vor folosi prescurtat simbolurile Ya în loc de (a + b+c +...) 
Lab în loc de (ab + ac + ad +... + de + bd + ...), La? in loc de (a? + b? 4 eè +...) etcs 


5 


4 A = | Pr ¿ca a+ 
| be ca ab 
a? p? c? 

Aa = Pe nia eth 


a(b + c) b(c + a) c(u + b) 


R. În ambii determinanti se adună linia a doua la linia întîi si se scoate în factor Eat} 
apoi se scade coloana întii din celelalte două, oblinindu-se in final A, = —A, = (a — byb — 


— c)(c — La Ea. 


Altfel. Se Cescompun cei doi determinanti în sumă de delerininanji. 


(b + c)? a? a? 
5. å = (c + uy h? ; 
c? E (a + by 
R. Scăderi pe coloane. 
Altfel. Prin consideraţii de omogenitate și simetrie. observind că A este un polinom 
P(a, b, c) de gradul al şaselea, care pentru a = 0, PU, b, c) = 0 si deci 
Pía, b, c) = abcQ(a, b, c). (1) 
Întrucit P(a, b, c) nu se anulează peniru a = b sau o = —b, rezultă că 
Qla, b, c) = k¡ Las + hi Larb + kabe. (2) 
Înlocuind (2) tn (1) şi particularizind succesiv pe a, b, c prin valori numerice obținem 


kı = 2, k = 6, k, = 12 şi deci A = P(a, b, c) = 2ubc(u + b + cy. 


(b + cy c? b7 
6. A = a (c+ ay a” 
D? 4? (a za by 


R. Scăderi pe coloane; se obţine in final 


A = Xub 4- be + cay. 


a? b? 
a(b -- c) b(c + «) 
Dj bețe? ep 


R. Nao” + Xabj(a — b)(b — cyce — a). 
(aHa (y +0dY (+0) 

8. A= a” b? E 
(7 — 02 yd (2-0) 


7. Á = | 


1 5» 
4E -- U 


Dă 


2 
a c(a + b) 
da ab + b? 


R. Se înmulțesc coloanele, respectiv V:c?, a?c?, a?b? ; apoi se scade coloana intti din a doua 


şi aceasta din a treia etc. Se obține 


A = 4(ay — bxy(bz — cy)(ea — az), 


1 cos a cos 2a 
9, A = cos a cos 2a cos 3a E 


cos 2a cos 3a cos 4a 


R. Se adună coloana întîi la cea de a treia şi apoi se transformă sumele în produse; se 
obține A = 0. 


10. Să se calculeze determinantul 


] 1 l 
a, +b, ai + bd, a +0. 
1 1 1 
D = da+b, da+b, a, +b, ° 
1 1 1 


as + bi 4 +b, a, +b, 
R. Se înmulţesc cele trei linii ale determinantulni respectiv prin produsele: (a, 4 ba, $ 
4 ba, + da), (da + Lia: + baa: + ba), (ua + bias + bas + bs) şi determinantul res- 
pectiv devine 


(a, + ba, + ba) (a, + bia, + d,) (a, + b,Ja, + b) 
DP = (a, + ba, + hy) (a; + 0,)(a, + ba) (a, + b,J(a, + b2) 1 (1) 
(a. + baa, + by) (da + Dias + ba) (A, + bia, + ba) 


unde P reprezintă produsul celor 9 factori cu care s-a înmulţit D. 

5e observă că membrul al doilea din egalitatea (1) este un polinom simetric și omogen 
de gradul 6 în raport cu nedeterminatele Gi, ds, Ua, Pa, ba, by. Astfel fiind, calculul determinan- 
tului din (1) se face prin consideratiuni de omogenitate si simetrie. Într-adevăr, se observă că 
dacă a, = a, sau b, = b, determinantul are valoarea zero, asa încît — din motive de simelrie, 
putem scrie: 
D*P = k(a, — a2)(a, — Qs)(us — 41d, — bad, — D3Mb, — b,) unde k se determină particu- 
larizind nedeterininatele din componenţa determinuntului. Se găseşte D = 1. 


Să se calculeze determinantii: 


g 1 1 1 1 
da a T % a* q? 
1 1 1 
11. A =| 1 t p Azk 1 a i 
1 4 1 
Tiu E 8 £ Sia T q? 
v? E x* 


Sá se găsească o relaţie între A, si Aj. 


R. A, = ASCAy -} 4). 


A: 41 242 2+3 
ol DD == 3 ji 
paia 2 æ+3 E E O 
1 — 3 x r— |] zx-—2 
R, A = +96 


YT x=1l r—2 -—3 t .2+1 24+22:+3]l 


13. A — — |] 2-2 2-3 Y Asia el 2142 2+3 224 
ES a a 1" [12442 243 244 2345 
1 —3 Y r=1 r—2 r+3 t+4 r+5 x+ 6 | 


R. Adunări şi scăderi de linii şi coloane; obţinem: A, = 32(3 — 2x1), å, = 0. 


tr a b z 
a x b 
14. A = i ; 
da 2 x= d 
v ba 2 


R. Se scoate in factor (2x 4- a + b), apoi scăderi de coloane: 


A = (b — a)z[(a + b)? — 4x*]. 


rr a b c — a b el 
y a xr e b a — c b 
oeie beza A = b — r a |” 
c b a 2 c b N | 


R. Pentru A,: se adună toate liniile la prima si se scoale in factor (x + a +b-c); apoi 
se scade v coloană din celelalte. În determinantul oblinut astfel se adună linia a doua la prima 
si cea de a treia la a doua, scoţindu-se în factor (x + a — b — c) ṣi (x + c — a — b). În final | 
obținem : 

A, =(r+a+b4cl(r4+0a—=bo0(x + b=c— alx e — u hb). 


A, se obţine din A. inlocuind pe x cu —2; avem: 


A, = (x — a — b — cx —a + b+4c(a+a=ó+sclr+a ba. 


1 a+ bc a + b a | 

16. A= iz dă ai 1 a a-- b E 
a -+ b a 1 ra 
a a+ b a+bw+e | k 


R. Se adună liniile a doua, a treia si a patra ia linia intii și se scoate in factor (3u + 2b p 
+e + L); apoi scăderi de coloane. Se obține: 


A = (3a + 2b $ c+1)Xa + 2b +c— la --c— 1—a + c+ 1). 


Dabc 
acb 
bcOa 
c bu 


R. Se adună toate liniile la prima şi se scoate in factor a + b + c; apoi scăderi de co- 
loane. Se obţine; 


A = —(a + b + c)(b + c — axe + a — bia + b— c). 


01 1 1 

10 al b’ 
18. A = noel” 

oO 


R. Scáderi de coloane. Se obține: 


A = —(u + bebe ale a ba +b e) 


a’ 3a “ 3a j 
a &@ -+ 2a 2a+1 1 
19. A = a 2+1 ato EA 
1 3 3 1 
R. A = (a — 1)(a?* — 1). 
20. Să se arate că 
l o ooul” 1 DY -] 
o 0% a 1 o 1 1 7 
o w lo —2 1 1 1 |” 
oc lo 0 | 2, d ] 


unde œ este o rădăcină cubică complexă a unitătii. 


R. La-primul determinant se adună mai întii toate liniile la prima, ținindu-se seama că 
o to +1 =0 si că œ= 1; (1) apoi scăderi de coloane. 

Alifel. Înmulţind primul determinant prin el însuși se obține — tinind seamă de (1) = 
tocinai determinantui al doilea. 


Alițel. Primul delerminant se dezvoltă după regula lui Laplace şi avem 


l o l o 1 o? wW o 
e tr. 
= 4 i == T 
LO o o 0? o 05 1 o 
1 3 | o? 1 O W? o? 0 
++ ES . — 
wo 1 | l co O? 03 w wm? | 
o wm w? 1 E ui wm o? m3 
de T = 3(0 — 0?) si 
| 0? 1 | o 0 oi 1 003 1 
deci A? = Yw — w’) = — 27. 


Dezvoltind cel de-al doilea determinant se obține aceeași valoare, 


x 


1 costa costa cosa 
costa l cos a cos” a 
cosa cosa 1 cos? a 
cosa cosa coña 1 


y 


21. A = 


R. Se adună toate liniile la prima și se scoate în factor (1 + cosa)(l + cos? a); apoi, 
scăderi de coloane. Se obține A = sin? a(1 + cos? a), 


1 costa costa cos? a 
cos a costa cos” a | 


cos“ a cos” a 1 cos a 
cos? a 1 cosa cos? a 
R. Adunări şi scăderi de linii şi coloane; se obţine A = —sinf «(1 + cos? a), 
] sin 3a sin 2a sin a 
93. A sin 34 ] sina sin 2 
sin 2a sin a 1  sin3a |” 
sina sin 2a sin 3a 1 


R. Se adună liniile a doua, a treia si a patra la linia întîi şi se scoale in factor (sin 3a p 
4 sin 20 + sin a + 1); apoi se scade coloana întti din celelalte, iar în determinantul rámaa 
se scade coloana a doua din coloana întii, iar la aceasta din urmă se adaugă coloana a teia, 
scotiridu-se în factor 1 — sin a + sin 2a — sin 3a etc. 

În final se obţine: 


A = | + sin 2a)? — (sin a + sin 30)2] [(1 — sin 2a)? — (sin a — sin 3a)?]. 
] sina sin 2a sin 3a 


sina sin 2a sin 3a 1 


ai ic sin 2a sin 3u 1 sin « 


sin 3a ] sina sin 24 


IR. Procedeu asemănător ca la exerciţiul anterior; obţinem: 


A = |(sina + sin 3a)! — (1 + sin 20)2] [(sin a + sin 30): + (1 — sin 2a1). 


1 cosa cos 2a cos 3a 
E cosa cos 2a cos 3a cos 4a 
sic cai cos 2a cos 3a cos da cos 5a 
cos 3a cos 4a cos da cos ba 

R. A=0 


26. Să se arate că 
1] 2! 5] bes J 
20 il ol E n! 
SE Ət 3 s J! = (—1P-i(n — 11[1!12!... ni. 
n! nl n! ... n! 


R. Scádem linia intii din celelalte şi ţinem seama de relația p! — (p—1)! = (p — MMp — 1)! 
şi de faptul că dezvoltind determinantul după elementele ultimei coloane, elementele de o parte 
a diagonalei principale sînt nule. 


Să se calculeze determinantii : 


| 


]! 21 3! REA n! 
21 3! d! c.. (n+ Il)! 
21. D, = | 31 4! 5! c.. (n +2)! 


n | (n + 1)! 


(a+ 2 o... Qn— 1) 
10 


R. Dăm în factor, pe linii, respectiv pe 1!, 2!, 3!,.::,n!, iar pe coloane, începind de la a 
m! 
doua, pe 1!, 2), ..., (n— 1)! si tinind seamă că Ch = a determinantul se scrie! 


| 
1 C} C3 Ch 
C? Ca su C? 
D, = [1!,2!,... (n — 1)!Pn ! 3 i Mi 3 
z , 1 
1 Cr Co Cóm— 


În acest ultim determinant scădem linia întii din a doua, aceasta din a treia etc., valoarea; 


acestuia fiind 1. 
Alifel. Din coloana de ordinul k scoatem în factor pe k! Obtinem D, = 11, 2!,...,1!A,. 
În A, scádem coloana întîi din a doua, aceasta din cea de a treia etc Dezvollám apoi după 
elementele primei linii si dind în factor pe 2 din linia a doua, pe 3 din linia a treia etc., obţinem 


A, = (n — 1)! A,. 


Procedám la fel cu An in care dînd suceesiv în factor pe (n — 2)!, (n — 3)!,...,4!, 31, 
2!, ultimul determinant va fi egal cu 1 şi deei 


An == e E A: 


Prin urmare, D, = [1], 2!,....,(mM— 1)!]:n) 
— ] e E pula T 
¿L Ez 1 T e e o 
29. A === T du =l e... 2 Dă 
T T £ ia — 1 


R. Scádem prima coloană din celelalte si dăm în factor pe (x + 1)”1. În noul determi- 
nant, adunăm la prima coloană pe toate celelalte coloane inmultite cu z etc. Găsim: 


A = (7 (2 + 191 [(n — 132 — 1] 


Altfel. Se scade linia întîi din teate celelalte, apoi se adună toate coloanele la prima co- 
loaná. Se obţine un determinant cu toate elementele nule, afară de diagonala principală. 


1 Ls 1 1 
l 2 0... 0 0 
0 -1 2 0 0 
29. A, = pee 
A 9 = să 0 0 
0 0 Way ml 2 


stabilingu-se o relație de recurenţă între A, si Api 
R. A, =21 A, si A, =2 — 1 


30. Sá se arate că dacă n > 3, determinantul 


1° 2> 32 TE n? 
2? 37 4? APR: (n + 1 
A,= | 3 4? as iai (n + 2) 


no (m+ m+ e n-a 
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este nul, far dacă n = 4, determinantul 


13 29 ed a n? 
y 3? 43 sia (n + 1)? 
Ay, = | 3 43 p” aa (n — 2y | 


no 1 A a On) 
este egal cu 6* si pentru n > 4 esie nul. Generalizare. 


R. Se scade linia întli din a doua, aceasta din a treia. În determinantul nou obținut fa- 
cem aceleași operaţii. Se va ajunge la un delerminant care va avea două linii identice. 


Generalizare, Dacă n > p + 1, delermihantul circulant A, = 11223?,..n" | este nul 
(p este întreg sí pozitiv). 


31. Sá se arate că 


+ , 
“+ + => [ 
1 C! 72 d aa al 
A = p+ p+l p+] arij, 
l 2 n—] 
| 1 Corn Can rii Corn: 


R. Se scade línia intii din a doua, aceasta din a treia etc. Se va dovedi ușor că A,= Ası 
şi cum A; = 1, concludem că A, = 1 


Să se calculeze determinantii 


a+ B AD 0 0 iS 0 0 
1 a+ B ap 0 sago 0 0 

32. A, = 0 1 a +B a fă na 0 0 : 
0 0 0 0 is. Í a 


R. Dezvoltám dupá elementele primei coloane si avem 
A, = (0 + B)A, oa => AA 


Calculind pe A, și Á,, avem: 


A, = — y 3 
a — B a — B 
și analog vom avea 
n=1 __ An~ n __ qn 
Arci E vii E Aisa an iza i și deci A, devine 
a — f a — P 
q” == n an! E n—1 gti 07 n+1 
A, iso: (x + B) La -= od al E == E Jl A 

a—B a—B a — bp 


Altfel. Se consideră determinantul dat ca suma a doi determinanti d, si 6,„. Se va observa 
că d, =ad,_, şi CĂ d,_, =0""!, deoarece avem d, = @? şi d, = œ’, iar 8, = Baa: 
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—2 roso 100... 0 0 
B3. A, = E E 
0 U 0.0... 71 =? cos 


Să se arate că există o relaţie de recurenţă între Ap, An- ŞI A. 
KR, Se ţine scuma de exercițiu: precedent şi se observă că 
a +A = —2cosp af = 1. 
Din acest sistem scoatem a. E = —cos p + sin o şi deci, conform rezuitalului de la exerci 
tiul precedent avem i 


A (= cor q + sin pi — (— cos p — ¿sin pt: sinn 1) 
= AAA a A A e 
si: o siu Q 


Relaţia de ¡ecuenta osle A, + 2c09 94, _1 + Ama =. 


B. Matrice 


O —] 
j 


deducă prin inducție matricea A”. 


1. Se dă matricea A = | şi se cere să se calculeze 4?, A?, A? şi să se 


0 —1 
A* = 1, A% A ete, 


=1 0 
R A* = | | = =l, A? = A*A = — IA = — A, A'= l Ce unde rezultă că 


1 1 
0 1 
1”. Din calculul matricelor M* si M sá se deducă prin inducție M”, 
2. Să se arate că inlocuind pe n cu —h avem 

M= = (MI) şi că MP1 = M-AM" = ] (matricea unitate). 


1 2]: 1 3 ln 
N. 1 W = , Mi = . Prin inducţie M” = : 
U | O 1 0 1 


1 —n 
Se verifică uşor şi punctul 2% observind că M~ = | | 
i 0 1 


2. Se consideră matricea M | | si se cere: 


3. Se consideră matricele ` 


As ] 0 B 
cosa 1 1] Ú 


Şi se cere sá se calculeze A” si B”, 


| 
——— 
O 
L. 
3 
2 
Gs 


1 U 
R. A” = ; peulru B” se va observa că B’ = sina 
n cosa i 


B’ = (sin a)l’ B = (sin a)B, 


Bi = (sin MB-B = (sin a) B? = (sin? a)I. B’! = (sìn? a)I' B = (sin! a) B, 
B°’ = (sin: 0b-B = (sin? uy! ete., deci dacă n = 2k, atunci 
B” = (sin”/: a)l. iar dacă n = 2k + 1, atunci 


tt a 


B” = (sm? a) 


4. Se dau matricele A =|7 Al B -| e 
a 


pi se cere sá se calculeze A” şi B”. 


(— 1)” 0 
R. | 0 | pentru cea de a doua matrice se va observa că: B'a 


a a a ar +a 
z= „Bi = > 
l a+i ` a+1 2a41 


o + a 2a* + a | e + 1) ala? + 3a + >] 
B* = , += , 


2a -+ 1 a 4+ 3a + 1 <a? + 3a +1 3a + 4a +1 


ini + 3a +1) a(3a: + 4a + 1) 
B’ = 


şi în definitiv vom avea: 
3a: y. 4a + 1 a + bœ + 5a + 1 


(1) 


2 


ia Ese + C} gaf + Ca ya (Ey + Choa + C3_gc? + > 
Cr E Cl, 20 + C330? + „Cao + Ca” + C! gu 


Ms 


Dacă se consideră coeficienţii din dezvoltarea binomului (1 + ay”, se poale trage cons 
clnzia asupra legii de lormare a termenilor matricei, urmărind liniile punctate din triunghiul 
lu Pascal 


Indicăm rezoivilorilor veriiicarea rezultatului de la (1) prin meloda inducției malematice, 


O au 


| l și se cere să se găsească matricea A”; 


5. Se consideră matrice: A -| 


R. Se va observa că: 


a —Q —(M ala + 1) 
A? = , A?’ = > 
—1 a+1 a+1 —(2a +1) 


ala + 1) —a(2a + 1) —a(2u + 1) aa + 3a + 1) 
A* = , A = , 
i aa + 1) a: + 30 +4 1 a: + 3a + 1 —(3œ + 4a + 1) 
a(a: + 3a + 1) —a(302 + 4a + 1) 
AS = , ș.a.m.d, 
—a(5u: + 4a + 1) a +64: + da + 1 


14 


In concluzie vom avea 


e (— 1) tia(C3_ + Cl aa + ...) (—1pttza(C9_ 4 Cl oa + C20 P aia) 
(RARO E Cla Abu) (—1p C? SEGA u4 C2 oa? +...) 


Dacă se consideră coeficienții din dezvoltarea binomului (1 + a)”, legea de obţinere a ele- 
menlelo: matricei A” rezultă urmărind liniile punctate in triunghiul lui Pascal, 
Í 
) ) 
MN 2 7 
~ 
* 


` 


s > 
L 4, 64 =) 
` ` 


7 510.105) 
7 6 15 20515 58 -1 


Rezultatul ohfinut se va pulea verifica prin inducţie 
Do E f a a l a = 2 3 4 
6. Se consideră malricea A = si se cere sá se calculeze A^ A* A 
1 1 
$1 prin inducție sá se deducá matricea A”. 
1+a 2a AA 3 Eq 
E db + l ios + 3a a(3 + a) , 
2 i +a 3+a 1 + 3a 
| + 6a +a: a(4 + 4a) 
At = 


4 este uşor de observat că coeficienţii lui a ai ele- 
4 + 4a 1 + 6a + a 


mentelo: matricei, fie pe coloane fie pe linii nu sint altceva decit coeficienţii binomiali din 
dezvoltarea (1 + a)”. Astfel avem 


bre a a(C! + Cia + C?a? + ...) 
C! Ua 6 E Ci + Câa + Cia: +... 


at ai 0 Iil . e 
7. Se consideră matricea A = | | si se cere să se calculeze A”. 
[| = 
R. Se va observa că 
io oer ji oa dia: —1 1+1 
—1 2 st tpi 1+1 —(1+2) 


4 | 1+1  —(1+2) je —(1 + 2) (1+3+1) 
ed GRR (fă di. ls: 


A? 


w.şi că In definitiv avem: 


O po (AA E Cl A A as » 
(— 1)" (Caoa + Cra + Chs + +...) (— 1 UC, + Ch, + Ca + +.) 
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Dacă se urmăresc liniile punctate din triunghiul lui Pascal de mai jos, se pot trage con- 
cluzii asupra legii de formare a elementelor componente ale matricei A”. 


3 
Y o? 


d 


1. 2 ui 
> o 
1. 3-73 21 
19-267 9 1 
t- 5710 10 5 1 
1-76 125 20 15 6 13 


9. Se consideră matricele: 


a 0 1 0 l c 
A(a) = , B(b) = , C(c) = 
(a) o A (0) E ) 
a 


unde a, b ce Rşia : 0. 
e Se acută mn 
Se nolează X= cu Mm, n, p q € R. 
P q 
Se cere să se arate că pentru a avea 
A = A(a) B(b) C(c) (1) 


trebuie si este suficient să avem şi mq — np = 1, iar descompunerea lui X 
sub lorma din (1) este unicá. 


ia 0o 1]. ? y E 
Notăm cu Y i si se cere sá se arate că dacă m =0 şi 
—1 
mq — np = 1l, atunci avem / 


X = A(0) BO) Y. (2) 


R. Efectuind produsul matricelor din membrul al doilea din (1) și apoi identificind, ob- 


ținem ecuaţiile: 


b be +1 
m=a, n=0, p=—. q= (3) 
u (i 
din care rezultă: a = m, b = mp, € = A , ultima ecuație din (3) conducind la condiţia din 


in 
enunț, adică mq— np = 1, soluția fiind unică. 
/ 


În cazul in care m = 0 descompunerea din (2) conduce la a = n = — , b = nq, ceea 


1 
p 
ce conduce la np = —1 sau mq — np = 1 căci m =0. 

9. Să se determine toate matricele pătratice A de ordinul doi care verifică 
relația A? = I, unde I este matricea unitate de acelaşi ordin. 

1 
0 


se determine acelea care anticomută cu A, adică AA, = —AjA. 


0 A. 
Se notează cu A, = | si se cere ca din mulţimea matricelor A să 
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a b a? + be ab+ g 
R. Fie A = si A? = 
c d ac + cd be +bad)] 


trebuie să avem u2+ bc = 1, bc + d? = 1, ab + bd = 0, ac + cd = Q. Din aceste patru ecuați? 
se deduc 

1) h = ¢ = 0, a = +1, d = +1, corespunzător obtinindu-se patru matrice diagonale Z, 
en J. A, si => A 1° 


2) a + d=0, bc = 1 — a?, de unde rezultă matricele de forma 


a b 
A4A=|l1- qm 
—a 
b 
0 b 
Pentru a avea relația AA, = — 4,4, rezultă a = 0 si malricea A=| i 


3 a 
B 40, de acelaşi ordin cu A aslfel încît să avem AB = 0 (A şi B se spune că 
sînt divizori ai lui zero). 


Fo 
10. Se consideră matricea A -| şi se cere să se determine o matrice 
( 


b c 
R. Notám B = o | efectuínd produsul și identificind, obţinem: 
e 


11. Se dă matricea 


ID 
IN 

| 
A 
PIE | 


M=|-1 1 —]1 
3 3 c: 
Și se cere sá se arale că această matrice se poate pune sub forma unei sume a 
două matrice: una fiind simetrică S,, a lui M si cealaltă antisimetrica 4 sp 
a lui M. adică M = Sy + Ay. 


R. Din M = Sy + Au, deducem: M’ = Sm + Ay =S uy — A si deci 25, = M + M’, 


adică S, = ES si Ay = OS M', S', A' sînt matricele lranspust). In 


cazul de lață aven: 


o 5 zi a 
2 L 0 0 2 —3 
2 —1l 3 2 2 
M= 2 1 3 | si deci Sy =] 1 si A, = 3 
i e d ui == "(a daia 
—3 =1 -2 2 2 
O 1 —2 3 2 0 


observindu-se într-ade.ăr că M = Su + Apr 


2 — Culegere de probleme de matematică — cd. 1 17 


12. Aceeaşi chestiune pentru matricea 


=2 3 1 
M=| 5 4 —1 
0 3 2 
aa g A E 0 
2 2 
R. M= S, + Ay = 4 4 2 |+ 1 o 1 
1 2 2 l ao 
2 2 
13. Se dau matricele : 
O 1 2 3 1 2 3 0 
m=]! 0 1 2lsiw=|2 1 2 31 
2 1 0 1 3 2 Y 2 
3 2 1 0 0 3 2 1 
Sá se arate că (MN) = NM. 
8 14 10 10 
n. MN= 4 10 8 
4 3 10 
10 10 14 8 
14. Se dau matricele : 
0 1 2 3 1 2 3 0 
Azi 2 3 0f iB=|2 9 0 1] 
2., 3 0: 1 3 0 1 2 
3 0 1 2 0 1 2 3 


1°. Să se arate că (ABY = BA. 
2°, Să se arate că produsul ABA este o matrice de forma A, 


8 6 8 H [8 14 8 6 

tapal E.F 8 paz 5 8 14 8 
8 14 8 6 8 6 8 14]' 

6 8 14 14 8 6 8 


64 44 48 60 

apan | 18 60 64] 
48 60 64 44 
al 64 41 48 


15. Sá se determine matricea X, pentru care avem: 


1 1 1 2 1 ] 
0 l 1 X=]! 2 0 
0 1 0 l 1 
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Ti Tiz Tis 


N. Scriind pe X = Ta Los Tas efectuind si identificind, obţinem trei sisteme 
Ta Taz T33 


de ecuaţii de cîte trei necunoscute. 


Soluţia este: 


T -1 1 
xX=jı Los 
0 1 1 
16. Se dau matricele 
0 1 0 0 0 0 0 1 
A=|0 0 0 lla p=|l 00 0-| 
0 0 1 0 0 1 0 
1 0 0 0 0 1 0 0 
Sá se arate că A = B-!, A' = B, A”! = A' (unde A”! şi B~ sint matricele: 


inverse ale lui A şi B. iar A” este transpusa lui A). 


17. P. Să se rezolve sistemul: 


a b E y+2 a 
€ al. tz+a]|=2-"|0b 
c a b t+ y C 


1 
2. Să se găsească o relație între x, y, z, independentă de a, b, c tară a ree 
zolva sistemul. 


R. 122% Efectuind inmultirile matricelor se obține sistemul 


UY + 2) + bz 4 x) -+ c(x + y) = 2u 
UY +z) + e(z + 1) + ala + y) = 2b (1) 
(Y +2) + az +o + ba + y) = 2 
care este echivalent cu: , 
(b + oa + (0 + ay + (a + bz = 2a 
lol ajx + (a + b)y + (b + c)z = 2b (2) 
(a + b)x + (b -- c)y + (c + az = 2c 


Rezoivînd (2) se obține: r = —1, y= 1, z=1. 
Din (1) sau (2) prin adunarea celor trei ecuații si împărțire cu La # 0 sc ohţine 2x = l; 


C. Sisteme liniare : rezolvare si discuții 


Să se rezolve sistemele: 


L x+ ay + az + a? = 0, 


| 


a+ by + b?z + b = 0, 
z -+ ey + cz -+ e = O, 


cu a, b, c distincte intre ele. 
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N. Se pot folosi formulele lui Cramer; obţinem; 
x = (bc, y = ab + bc 4+ ca, z = —(a + b +20). 
Alifel. Se consideră polinomul 
PD =8P 4 tz4+ty+4r (1) 


şi potrivit ecualiilor sistemului avem : P(a) = 0, P(b) = 0, P(c) = 0. Cum polinomul (1) este 
de gradul al treilea, rezultă că rădăcinile acestuia sint t, = a, t = b, ly =c; avem deci 


P) = B + Lz + ly + z= (t — a(t — b(t — c), 
sau dezvollind, rezultă 
B + lz + ly r= — (a4 b4 ol + (ab + be + cajt — abc. 
Identificind oc cuci se obţine 
x= — abc, y = ab + be 4 ca, z = —abe, — [ A A J 

2. x+ ay + + au + at = O, 

x+ by + b’: + bu- bt = 0, 

x+ cy -+ 2 + ču + e = 0, 

x + dy + de + du + dt =0, 

cu aghe 0. 


R. Se aplică metoda a doua din exercițiul precedent; obținem x = abcd, y = — (bcd p 
4- acd + abd + abc), z = Xab, u = —Xa, 


3. t+ y+ z+ t=0, 
ar + by + cez + dt = 0, 
ax + by + e:p dt =0, 
ara by +24 d = k, (a, b, e, d distincte între ele). 


R. Se pot folosi formulele lui Cramer. 

Altfel. Înmulţind primele trei ecuaţii respectiv cu r, p, q apoi adunăm toate cele patru 
ecuații formate si punem condiţia ca în ecuaţia obținută coeficienţii necunoscutelor y, z, t sá 
fie nuh, rezultind astfel dubla egalitate 


+ Qb + pbt + be=r 4 ge + per4c=r+qd + qd? +d’ =0, (1) 
„Şi ecuația 207 + og + ep + a) = k. (2) 
Tinind seamă de (1), putem considera că b, c, d stnt rădăcinile ecuaţiei 
u + pu: +qu+r=0. (3) 
Astfel liina. (3) se mai poale scrie sul forma 
u? + pè + qu +r = (u — bu — ciu — d) (3) 
Şi ecuaţia (2) care dă pe x se scrie sub forma 


x(u — b)(a — cla — d) = k, 
k 


A A A 
(a — blu — cu — u) 
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Asemănător se obţin y. 27. f: 
Să se rezolve sistemele liniare: 
$. | x + 2} — 3 = 9, 
i 2r — Jy + 4z: = 3, 
| 4r— y-—2=ll. 
RA 


¿$=U 1=2, ña FU şi deci sislemul este incompatibil (conform teoremei. lui 
Rouche). 


5. e T, 


E MR y= c= 1, 4 


R. A. = 0, I = 2, Aa = U, deci. sistemul este compatihil simplu nedeterminat (Rouché) 
cu selupia vencialá 


2 


38 + 7A 224 —5 
13 13 


A) cu Enn. 


22 — 3+ z:= |, 
Da + 9y + dz = 22. 


25 — 7A 


R.A,=0, Ac =U; sistem compatibil simplu nedeterminat cu soluţia { 
13 — A 


, a) cu 2 ER, 
11 


1. 2t + 4y — 32= 1, i 
l Tx — 3y + 5z = —£, 

3r + y— 8z= 15, 

6x + 5y + 112 = —4. 


R. Sistem compatibil, deoarece Ácomp, = 0. 


$. 21 —2y4 z4+2u= |, 
r + 2y — a ll 

l —7 + 3y q 22: + 4u = 7, 

Dr — 3z + du = —8. 


R. rang (M,) = rang (Mcmpi) = 3 şi conform teoremei lui Kronecker sistemul este com 
patibil simplu nedeterminat. soluția generală fiind : 


l 9, 3 — DA J — 32 
SE Ea oa stie cai, - — A], cuie. 
4 4 4 
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9. 21 2y+ z— Í4 u= |, 
a+ 2y= z+ 1— 2u= |, 
4x —10y + óz2— 3t -- Tu= |, 
2x — l4y + 7z — 7t + Ilu = —1. 


R. Sistem compalibil triplu nedeterminat cu soluția generală 


(Hz, 1+ 3a- -tta E +) cua, E, y e R 
10. 2r — y+ 2= tws 2, 
xtv + 2} — 22 — lu = —2, 
de — 1y + 12— D- 8u = 31, 
— + 8y — 82 + dl — 7u = —24, 


3x — 4y + 4z — 3t 4- ðu = 20. 


R. Sistem compatibil triplu nedeterminat, cu soluția generală 


2 


m —13 + 52 — 38 + ty 
5 Bo 


E Py) cu a, B, YER. 


Să se precizeze dacă sislemele liniare şi omogene ce urmează au şi soluții 
diferite de zero (nebanale). 
11. 31 + 4y — 5z = Q, 
81 + 7y — 22 = 0, 


R. A, =Uşi prin urmare sistemul are sí soluții diferite de zero (nebanale). Seia un A, 40 
de exemplu 


e A E 
O O 


şi se rezolvă sistemul 3x + 4y = 52, 22 — y = — 8z, a cărui soluţie este [- e A, e 2), 
cu, € di, 
12. a Pd AD 
lat TY + rez = 0, 
a + bray + Crez = O, 
a, b. c, Ta, Fẹ T, lind elementele cunoscute ale unui triunghi oarecare ABC. 


R. Deoarece A, =, sistemul are și- soluții diferite de zero; pentru az b Æ c soluția 
sistemului este ” 
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13, —xz $ ycos G + zcos B= 0, 
x cos C — y + zcos A = 0, 
x cos B + ycosÁ — z = 0, 
unde A, B, C sint unghiurile unui triunghi oarecare. 


R. A, = Xcos: A + 2cos A cos B cos C — 1 şi cind A + B + C = 180%, As = 0 şi sis- 
temul admite si soluții diferite de zero. 


14, 9x — 5y + 3z— 2u = Q, 
7x + 2y — 5z+ u=0, 
4z — y+ 6z-— vu =Q, 
15x + 7y — ll2+ u=0, 
R. A, = 0, sistemul are si soluții nebanale, soluția generală fiind (3, 22, 3», 4%), u X E R. 
15. r+ y+ z+ u=0, 
de + y+ 4z + 3u = 0, 
3x — ôy + z— u=0, 
—x + 29 4+ z+ u=0, 


R. A= 0, soluţia generală este 


1 1 1 
(- — à, — RM >] cu ù € R. 
6 3 2 i 


y. 


Să se dCiseute natura soluţiilor  Sisiemelor : 
16. da + y+z= 0, 
z+ ay— z= -—l, 
ri 2y +z = 1. 
unde n este un parametru real, 


R ò, =6%4 +a — 2; dacă: 


2 1] 
a +l- z a — sistemul este compatibil] determinat; 
2 


2 1 
a € | —, —9 — sistemul este incompatibil, 
3 
Y 
o 


17; x+ my + 4z:= |, 


9 


DI — y + 5z = —4, 
mz — 5y — Z= —Ď, 


unde m este un parametru real. 
EO 17 | i 
R. A, = 5m? + 7m — 34 cu rădăcinile m, = — -« şi ma = 2, pentru care sistemul este 
5 


íncompatibil. 
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18. (2a — 1)z + y+ 2=5, 
t+ y+az=5 


sw 


z-+ay— z=2, 
unde a este un parametru real. 
R. A, = —2a + a + 1; pentru n = 1 sistemul este compatibil nedeterminat avind 
— 2 3 A 
sotuia( EA 5) , cu à € R, iar pentru a 41 — sistem compatibil determinat, 
2 2 
19. nx + my + mz =m + 5, 


mx —+ ny + m2 2(m + 2), 
mx + my + m? = 3m + 1), 


unde m este un parametru real. 


1 2 3 
R. A, = m(m — 1)(m + 2); pentru m z Osistemul are soluţia z = —, y =-=, 2==> 
m m m 
pentru m =0 si m=l sistemul este incompatibil, iar pentru m= — 2 este compatibil simpiu 


2 7 E 13 
nedeterminat, soluția fiind (= T +4, a + A, 2), unde A € R. 
3 


20. a) 3x + (3a — 1)y — 


ta 


l, 
2x — y — 2 9, 
4x + (5a + Dy + (1 — a): = —4, 
a fiind un parametru real. 
R. A, = 6a(a — 2); pentru a, =0 si a, = 2 sistemul este incompatibil. 
b) r= y-az=1l, 
az + y -p = ] — A, 
ar + 3y + 3: = — |], 


unde a este un parametru real. 


R. A, = —3(c2 — 1); pentru a = —1 sistemul este incompatibil, iar pentru. a = 1 sis- 
temul este compatibil simplu nedetermina! cu soluļia oa — a 2), cu 2 €E R. 
21. (3a — 1l)z + day + 3aw+ i): =k 

dar + 24y + (3a + 1)z = b, 


(a+ l)jz + (a+ Dy + 2(a -p 1): = 0%, 
unde a şi b sînt parametri reali. 


R. A, = (a + 1)(a — 1); pentru a = —1, avem Aca, = 4b?, rezultind din aceasta că 
dacă b = 0, Acer = 0 şi sistemul este compatibil simplu nedeterininat (teorema lui Rouché), iar 
dacă b Æ U sistemul este incompatibil. Pentru a = 1 sistemul devine 


2x + 2y + 4z= 1l, 
2x + 2y + 4z = b, 


2x + 2y + 42 = bă 
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rezultind că dacă b = 1, sistemul este compatibil dublu nedeterminat iar pentru b z 1 sis- 
temul este incompatibil. 


22. r+ y+ z=, 
ar + by + cz = d, 
(b + be p eje + (e + cea + ay + (+ ab + b = Ë. 


N A 
R. Se va observa că rang (M,) = 2, oricare ar li a, b, c; în consecinjá sistemul poate fi 
incompatibil sau compatibil simplu nedeterminat. 


Se presupune ax b Æ c. şi se la 


1 1 | 
A, = ' =b- a#0, (1) 
a b | 
şi se formează 
1 1 
Acar = a b d.l, 


a b? + be + e peate d: 


din care se vede că Arg nu poate fi zero decit dacă a = b. ceea ce contravine condiţiei (1) 
Potrivit teoremei lui Rouché, determinantul caracteristic neliind nul, cezullá că pentru u # 
Y b c sistemul este incompatibil. 


23. t r y + z ç =ù 
» 2 | >] ue in afecta Dă — fi 
T COSA + y ceos o + zcos'c =, 
a sin? a +- y sin? b + zsin? c = y. 


R. A, = U, oricare ar fi arcele a, b, c. Presupunind însă- a Æ b, se poate lua 


1 1 
A, = #0 
cos? a cos? b 
şi condiția ca sistemul să fie compatibil este dată de 
1 1 a | 


Acar = | cos? a cos? b B¡=0. 
sin? a sin: b Y 


Dar A, nu peate fi nul decit dacă x = B + y (în care caz A,,, are două linii egale), această 
condilie fiind îndeplinită, sistemul este compatibil nedeterminat. 


24. TH y+: 


UA y z— 2l = —8, 


AE 
| 
S 


oe -- 5y — z+ al = —4, 
v+ y+ 3z: -+ 4 = 28. 


R. Pentru « 4 —4 sistemul este compatibil simplu nedeterminat cu soluția (œ, 1 — a, 
9, 0), cua e R; pentru a = —4 sistemul este compatibil dublu nedeterminat cu soluția (B — 3q, 
4 — p, 9%, 6 — 6x), cua, BER. 


| 
gi 


25. mr+y+ z+ u 
r+ yrr m — u 
2r — y+ 2+mu=d, 
tyt z+ u 


R. Pentru m = 1 sistemul este incompatibil iar pentru m Æ 1 este compatibil determinat 
si se rezolvă cu formulele lui Cramer. 


xX 26. v+ y+ z+mu=l, 


tvb} ypmíi+ usm, 


| 
p 


| 
© 


t+ my z4 u= m, 
Mot y+ z+ usm. 
R. A.= (m — Im + 3); pentru m Æ 1 și m + —3 sistemul este compatibil determi- 
nat si se rezolvă cu formulele lui Cramer ; peniru m = — 3 sistemul este incompatibil iar pentru 
m = 1 sistemul este compatibil triplu nedeterminat. 


Altfel. Adunind cele patru ecuații, rezultă 


1+ m -+ m + mă 
i e AA e ST) 
m>+3 
apoi tinind seama de prima ecuaţie a sistemului, din (1) rezultă u ; asemănător se pot objine 
şi celelalte necunoscute. 


27. x+ MY + 2+1=a, 
y + ma +z+ =b, 
z 4- m(x + y- tsc, 
t+ mx +y=— 2) =d. 


R. A= (1 — nl — 5m?); pentru m = 1 si a Æ b sistemul este incompatibil; pentru 
m = 1 şi a = b sistemul este simplu nedeterminat, în care caz se poate lua 


N 


1 1 r 
A,=|1 1 —1l=-4xX2%0; 
1 =] 1 


necunoscute principale x, z, [iar y necunoscutá secandará (arbilrará). 
Rămine de rezolvat sistemul 
T+ 24H] RU Y, 
z4+2z-l=c-—y, 
x — z+ l= d— y, 


+ d — d — c 
care conduce la soluția > — Y Y, E f J cuye n. 
2 2 
Pentru m = —1 se poate lua 
1 —1 —1 | 
|—1  —1 1 | 


necunoscute principale x, y, z iar / este arbitrar; ecuaţii principale sînt primele trel. 
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Sistemul 
t=zy—i=04+!, 
r+yoz=b2+4!, 
—2—y+zz=c-—l 


bc a+c a b 
are soluţia |- mo — t —t, — r); le R. 


Să se discute soluļiile sistemelor liniare şi omogene: 
28. ax+ y- z=0, 
z- y — 2z = 0, 
xv- ıı} + az = Q, 
unde a este un parametru real. 


R. Sistemul are şi soluţii diferite de zero (nebanale) dacă A, = (a + 2)(a — 1) = 0, penfru 
a = 1 avem soluţia (A, —2, 0), cu? e R, iar pentru a = —2 avem soluția (p, y, y) cu y € R. 


2J; ax + 4y + 7z = 0, 
2w + ay + T7: = 0, 
x — 2y + az =0. 

R. A, = a(a? — 1); pentru A, Æ 0 sistemul admite doar soluţia hanală (x = y = 2 = 0). 


7 7 A 
Pentru a, = 0 avem solutia [- —A ——h, +) „pentru a = 1 avem soluția (— 34, —A, A) 
4 


2 
jar peniru a = — 1 sistemu: are soluția (—54, —32, A), cu A € R. 
30. (a -+ bjx + by -+ az sn) 
br —-- (a - by + az ==). 


ar + dy + (a + b): =0, 
unde a, b sînt parametri reali. 


R. A, = 2ab(a + b), rezultind din aceasta că pentru a = 0, b = 0 și a = —b sistemul 
admite soiuţiile nebanale (A, -——A, A, (A A —A) 0, A A), cu AER 


31. Să se discule sistemul 


t+ y— 2+2=0, 


az + y+ z+ 1=0, 
zr — y+ 3z:—3t=0, 
4x + 2y + al = 0. 
R. Prin transformări elementare, matricea sistemului poate fi adusă la forma 
1 1 —1 2 1 0 0 0 
a 1 1 1 0 1 O, 0 
M, = îi (1) 
Î =4 J ei 0 0 4a— 3)  —2(a — 3) 
4 2 0 a 0 0  —3(a-— 3) a— 3 
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Din (1) rezultă că pentru a = 3, rang (M,) = 2 şi sistemul este compatibil dublu nede 
terminat, iar pentru a % 3, rang (M,) = 4 şi sistemul admite doar soluţia banală a = y = 1 = 
uta 


32. Să se determine a astfel ca sistemul 
ar -- zy 2+ (=0, | 
z -+ ay oaz+ t=0, 
t+ y+ «z+ al = 0, 
ar + y+ z+al=0 


să admită și solulii nebanale, care se vor calcula. 


Li 


R. Deoarece A, = U pentru Va e R, sistemul admile și soluții nebanale ; cum rangul ma 
tricei sistemului este egal cu 3, rezultă că sistemul poate fi considerat compatibil simpiu nede- 
terminat, 

33. Să se discute solutiile sistemului 
x + 2y + az + au =0, 
22 +-auy+az+ u=0, 
ar + day + z+ 2u = 0, 
ar + y > 2z- au = 0, 


unde a este un parametru real. 


3 
R. Sistemul are și soluții diferite de zero (nebanale) dacă a = — —; pentru această va- 
) 


al 


loare a lui a soluţia sistemului este (2,2, 2, A), unde A € R. 


34. Se consideră în spaţiul vectorial Rê următorii vectori: a (1. 2. 2. 1), 
a.(5, 6, 6, 5), as(—1, —3, 4. 0), a4(0, 4, —3, —1). Se cere să se stabilească 
o relaţie de dependență între vectorii daţi. 


R. Relaţia este (cel puţin unul din elementele a, B, y, 5 este nenul) 
aa, + Pas + ya, + du, =0U (1) 
sau ceea ce este echivalent cu sistemul 
a +5ß— y=0, 
2a + 6ß — 3y + 48 = 0, (2) 
2a + 6B + 4y — 38 = U, 
a +5p— 5=0. 


Rangul sistemului (2) este r = 3 şi deci sistemul admite și soluții neba: ale. 


Considerăm un determinant principal 


cu ecuaţii principale primele trei, necunoscute principale g, R, y; necunoscuta secundară 8 


Solutia sistemului (2) uste 


11 3 
— — A. — À, à, 2 | unde RER., 
4 4 
introducind această soluţie în (1), rezullá relaţia de dependenţă E 


.— 11u, + 30 + du, + da, = U. 
35. Aceeaşi problemă pentru vectorii 
a (2, —5, 3, 10), a1, —1. 1. 3). ax(3, 3, 1. 1). 
R. Procedeu analog ca la exerciţiul precedent. Se săseşte relația de dependenţă 


2a, — 74, + a, =0, 


Capitolul || 


Polinoame ; ecuaţii algebrice de grad > 3 


A. Polinoame 


1. Care este conditia ca polinomul 
P(x, y) = ax? + 2bxy + cy? —- 2dx + 2ey + f, cu coeficienţi în R. să poată 
fi descompus în două polinoame de gradul întîi cu coeficienţi in R? 


R. Se lormează ecuația de gradul al doilea a, az: + 2(dy + d)ja + cy: + 2y 4/=0 
şi se pune condiția ca discriminanlul acesteia să fie un pătrat perfect, rezultind 


(b? — ac)y: + 2(bd — acy + d: — af = kt. (1) 
În continuare. se pune condiţia ca discriminantul ecuaţiei (1) să fie nul, adică sá avcm 


(bd — ac): — (b: — ac)(d: — af) = 0, sau dacă 


[a b d 
A=1|b c e ¡=0,. 
d e f 


2. Să se determine k astfel ca polinomul d 
P(x, y) = uz + 2bxy + cy? — k(x? + y’) 
să fie un pătrat perfect. 
R. Ordonám în raport cu z si avem 
P(x, y) = (a — ha + 2bxy + (c — Ly. 
Punem conditia ca discriminantul ecuației P(x, y) = 0 să fie zero și (a — Mc — k) > 0. 
3. sá se aescompuná în factori de gradul al doilea cu coeficienţi în Z 
P(x) = 41? + 5r? — z + 2, 
deducînrlu-se din aceasta rădăcinile ecuaţiei P(x) = 0. 
1 De ioioseşte metoda idenlificării observiîndu-se că putem serle 
P(x) = 2x + mx + 2)(2a? + nx 4 1) (1) 


sau o altă descompunere asemănătoare. Dezvoltind membrul al doilea din (1) si identificind 
obţinem m = 1 şi n = —1, rădăcinile ecuaţiei P(x) = 0 fiind date de 2r! 4x+2=0 şi 
2x: — 2 4+1=0. 
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4. Sá se descompună în factori cu coeficienţi în R polinomul 
P(x) = 4at — 154 + 4r? — 15r + 4. 


R. Se observă că polinomul este reciproc; se scoate în factor x? si avem; 


P(x) = xi [ [+ + =. — 1 +- =) + el (1) 
x? x 


1 1 
Se notează x + — =y > T + — = y' — 2 şi (1) devine 


x apă 
1 
P(x) = 1(4y* — 15y — 4) = 4x"(y — 4) E + 3) (2) 
4 
sau, finind seamă de substitufia făcută anterior xv + — = y, (2) devine 
xr 


P(x) = (4r? + x + dat — 4x + 1) = 


= (4x* + x + ala — 2+ V3 Xa — 2 — y3). 


Altfel. Deoarece nici un divizor rațional al termenului independent de z al lui P(x) nu anu- 
lează polinoniul respectiv, rezultă că rădăcinile acestuia sint iraționale sau complexe cone 
jugate ; în acesti caz, pentru descompunerea in factori se folosește metoda identificării. 


Jinind seamă că P(x) este un polinom reciproc, se poale serie 
4x? — ld + 41 — 15r + 4 = (42% + ma + Ax? + nz + 1). (3); 
Dezvoltăm în membrul al doilea din (3) si apoi identificám ; obtinem m = 1 si n = —4. 
5. Să se descompună in factori cu coeficienți în R, polinomul P(x) = t — 
— 4r? cos a cos b + 24%(1 + cos 2a + cos 2b) — du cos a cos b + 1. 


R. Polinomul dat este reciproc; putem deci scrie: 


P(x) = q’ [e + 2 — 4 E + A cos a cos b + 2X(1 4- cos 2a + cos 2| (1): 
x? 8 


T 


le 


1 1 
si punind apoi x + — = y > t? + — = y* — 2, (1) devine 
x e AR 


P(x) = x*[y? — 4y cosacos b -i- Dicus 2a + cos 2b)]. (2) 


Polinomul în y din membrul al doilea din (2) se descompune după formula trinomului de gra- 
dul al doilea, rezullind 


P(x) = [x* — 2x cos(a + b) + 1]la? — 2x cos(a — b) + 1]. (3) 


Descompunerea în factori de gradul întîi a polinoamelor din (3) este posibilă numai dacă 
cos?(a 4- b) — 1 =0. 


6. Se consideră polinomul 
P(x) = 1? — 2(cosa + cos b)? + 2(1 + 2 cos a cos ba? — 2(cos a E 
+ cos bir + 1, unde cosa # cosb. 


P(x) 


— este un polinom Q(x) în ra- 
T 


Se cere: I’. Sá se demonstreze că fractia 


l i E da ODE TE 
port cu y = x 4+ —. Sá se deducă rădăcinile ecuaţiei P(x) = 0. 
Xx 
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2”. Să se descompună în fracţii simple cu coeficienţi în C şi apoi cu 


coeficienţi în R. 


. Ă 1 ; l 
R. 1°. Polinomul dat, este reciproc; se face substitutia r +— = y şi se obține P(x) = 
z 


= [yt — 2(cosu + cos b)y + 4cos a cos b] cu y, = 2 cosa, ps = 2 cos b. 


2° = = A, NR ARIPI = 
P(x) (x? — 27 cos a + 1)! — 2x cos b + 1) 
apoi se fine seama că rădăcinile ecuaţiei 2: — 2x cosa + 1 = 0 síntx, , = cosa + ¡sin a etc, 


. 


4. dá se descompună în factori polinomul 
Pia, b, c) = (b — e) a Dâ(c2 aD + “a? — h?). 


n. P(a, b, c) este un polinom simelric şi omogen în raport cu a, b, c. Se observă că P(a, 
b, cy = Ù şi în consecinţă polinomul conține in factor pe (a — b); din motive de simetrie si 
omogenitate conline in factor si pe (b — c), (Cc — u). În definitiv, avem P(a, b, c)= (a — b)(b— 


— ce — a) [k (a+ — b! + c2) + kab + be + ca)), (1) 
si particularizind pe u, b, c in (1), se obţine k, = 0 şi k; = —1. 
Altfel. Se observă că P(a, b, c) are tocmai valoarea dată de determinantul Vandermonde 
1 1 1 
A=z=|a b e 


(a b? c* | 


care se dezvoltă prin scăderi de coloane. 
$. Să se descompună în factori polinomul 
P(u, db, = (a + b + cy — (a? + P + c?. 


R. P(a, b, c) este un polinom simetric şi omogen în raport cu a, b, e. Se observă că 
P(d—u, c) =0 si in consecință avem descompunerea P(a, b, c) = (a+b)(b +c +a)jk Lat -+ 
+ hab + ky Satb? + kyabeda), (1) 
si particularizind pe a, b, c in (1) se obține k, = 0, k; = k, = 21, ki = 28, 


-9. Sá se descompună în factori polinomul > 
P(x, y, z, u) =[(1 — y 2? — u’) — 4ryzu f + 4[(2? — y3:u + ( — Bay]. 


R. Se lolosesc proprietăţile numerelor complexe și cu notafiile corespunzătoare putem 
scrie P(x, y, z, U) = Ni + 4Y? = (X $ 2iYXX — 2i Y); dar X + 2i Y = (x? — y Mz + iD + 
+ 2ixy(z + iu): = (x + iy) íz + iu)2. Cum X — 2iY este conjugatul lui X + 2iY, rezultă că 
polinomul dat se descompune în 

(a: Ll 1 as + u?)?. 


10. Fie polinomul P(x) = 21 + 2p? + qué + rx + s. Să se arate că se poate 
determina o constantă A astfel incit polinomul Q(x) = P(x) — (£?+ pa +A)? 
să lie un pátrat perféct. Sá se deducá de aici o metodă de descompunere în 
factori a lui P(x). 

R. Avem Pu) — (r? + pgz + Wé= (q — 29 — px? + (r — 22pr+4+:s-— 0, (1) 


si scriind că trinomul din membrul al doilea din (1) este un pátrat perfect, adicá Á = 0, re- 
zultă relaţia 
(r — 2Ap) — 4(s — A2)(q — 24 — p!) =0. (2) 
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Dar ecuația din (2) are cel pulin o rădăcină reală (fiind de gradul al treilea în 2). De îndată 
ce se delerminá un 4 e R din (2), rezultă că P(x) se poate pune sub forma unei diferente sau 
sume de pătrale, descompunerea în factori*, în al doilea caz, făcindu-se prin folosirca nu- 
merelor complexe (X + Yi)(Ă — Yi) = X* + Y? etc. 
11. Să se descompună în factori cu cceficienti in R polinoamele 
Ma) = 2? — 104 + 334% — 50r + 24 si 
Q(x) = -4 — 2x? — Gx + 3. 
R. Se aplică metoda de la exercijiu) precedent. Pentru primul polinom ecustia în A este 
-~ A > 

(2% - 200: — 24) = (52 — 25) cu )=5. Avem deci P(x) = (x? — da +5 — 1 =r- 1)* 


(a — 2x — 3)(a — 4). Penlru Qix), ecuaţia în A este MN — 6=—=0cu? = NG; avem descolil- 
punerea. Qix) = la — qt — YoY -[veys Yo + 1) JE: + Vs yo — zal 


„Observulic. Cele două poliroame se pol descompune în jacta si prin meloda coeficient iior 
nedelerminali, observind că putem seric: 
Px) = (1 + ax J- Ox? + bx + 4) sau, 
(x? + aa + Za? + ba + 12) sau, 
= (x + axt + 3r? + bx 8) ete. si 


Qlx) = (1* + ax + 3x + bx 4 1). 


s$ 


| 


De remarca! iusă, că dacă în descompunerea lui Q(x) nu se întrevăd dificultăți, în ecen 
ce privește P(x) putem avea serioase dificullăţi în ceca ce priveste alegerea termenului liber 
din cele două polinoame în care se presupune că se descompune F(x). 


12. Să se descompună în factori polinomul 
P(x) = 2? — 132 + 672? — 1712? + 216r — 108 =0, știind că  descom- 
punerea este de forma (2 — 2) (3 — r.y. 


. > .. dé w 9 
R. Din forma descompunerii rezultă că avem 3x, + 2x, = 13 şi 3 E Las Gata = 67, 
de unae se obline qn =3 şi r,= 2 


E ? i (a + 1) 
13. Se dă polinomul P4, (@) = 1 + a n + o... + 
ra +1)... (FM 
+ şi se cere: 
(n +1 


— să se descompună în factori de gradul întîi polinoamele P,, Pa Py; 
— să se deducă apoi descompunerea în factori a lui P,(x). 


+ 1 z + 1 + 2 a+ Da 23 
R, P(x) = a pci Px) = (r+ ia d D , a(x) = DETER, presu- 
1! 2 | 3! 
(x + 17 + 2)... (x + n) 


punem de aici că P,(x) = — şi dacă în aceasta înlocuim pe n cu 


n! 
n +1, obținem locmai forma din enunţ. 


14. P. Să se descompună în factori primi cu coeficienți în R polinomul 
P(x) = 1% — 2r” cos o + l(cos o * +1). 


* Notă š Meloda de descompunere Ferrari. 
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2. Făcînd zt = 1 în descompunerea precedentă si luînd convenabil pe o. 
să se stabilească formulele: 


n 


+ sin n = 2%? sin O sin [9 4- =) sin e + z] ... Sin o + = 
n o] n 
(semnul -- corespunde pentru 0 e (0, 7)) 
cos nf = 2” -1 sin (e dee. | sin [9 + =] ... Sin |+ 9 er si pentru 
2n ) 2n 2n 


n = impar 


n— 1 


tend=(-1) ? to0 dis „lg | e ji li 
n 


n 
Ce devin primele două relații cînd 0>02 


R. 1°. Ecuația P(x) = 0 se rezolvă prin substitutia x” = y ; rezultă a” = cos p + isin o. 


Grupind factorii doi cite doi, se obține: P(x) = | e Dos at + J (i ME ec + 27, 


oe Ez 
n Ji 


2n — 2 r l 
+1 a O ai 3 À (1) 
n 

2°. Prima formulă se obţine făcînd z = 1 şi o = 2n 0 în (1). Schimbind pe 0 cu 0 + — 


2n 
se obline cea de a doua formulá. 


De observat că, dacă 0 —0, avem 


m a m . 27 , T 
n = 2%: sin — sin — ... sin(n — 1) —- 
n n n = 
OIRE TT . 3r , Mr 
1 = 2"! sin — sin — ... sin(2n — 1)—. 
2n 2n 2n 


Pentru a obţine ultima formulă (n = impar) se înlocuieşte 6 cu 0 + —- în prima formulă; 


pæ . . v s e. * t — u 
15. Fie P(x) un polinom oarecare. Să se arate că polinomul Q(x) = ES. 
x [IPD + P(a)] — [P(x) — P(a)] admite pe 2 = a rădăcină multiplă de 
ordinul m,, care se cere a se determina. 


` 


1 
R. Se verifică ușor că Q(a) = 0'(a) = Q” la) = 0, dar Q''(a)= — P”" (0 >» 


IC 


T pag a > > . Y . 
4 =— PU (x) se vede că nu se anulează pentru x = a. În consecință, ma = 3. 
2 


16. Să se determine polinomul P(x) = ax? + br + c, astfel ca P(a?) sá se 
dividă prin P(x), a 40. 


R. Trebuie să avem: 
ax?! + bx? + c = (ax? + bx ca? + ar +2); 
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dezvoltind si identificind. rezultă un sistem în care presupunind pe a cunoscut, obținem so- 
luje; 


Dooe a III 

EI CIA AA 
— 24 | a | 2 NOR 

- | -a | 9 | a 

| -a | 0 | 1 | 0 


Avem deci cinci polinoame care îndeplinesc condiția din enunţ şi anume: P(x) = alx -p 
a 1), Pi = ea — 1), Pax) = ax? — a, Pax) = aa — ax, Px) = ax”. 


Alifsł. Se imparte P(x?) la P(x) $1 se pune condiţia ca restul R(x) să fie identic nul. 


17. Să se determine p si q din polinomul P(x) = x? + px + q, astfel încît 
Pia” + 1) sá se dividă prin P(x). 


R. licbuie să avem: i 
(1 + 1) + pl + 1) +q E= 4 pr d ole + ar + b)i 


dezvollind si identificind obținem sistemul p+a=0, B4+ pa+q=2+p, 


Pú q ya = U0, py = p +q + 1, care rezolvat conduce la soluțiile reale 


| P | q | o | 9 
| | 2 | E N 

il | 1 | lo E 
| | | 


18. Să se determine relaţia între coeficienţii polinomului P(x) = $ + 205 £. 
+ ba? + 2cxr + d, astfel încît acesta să lie pătratul unui alt polinom Q(x). 
Caz particular c = d = 1. 


R. Eulem nota P(x) = (x? + ax + n), (1) si dezvoltind în (1), prin identificare rezultă 
relatie: a: + 2n = b, na = ¢, n? = d (2), eliminarea lui n din (2 conducind la relaţiile 
(3 s) ? 


Al , 
d = —, b = — 4+ 4% Pentru. cazul particular avem polinoamele; 
ql a 


Pia) = (la? + r t 1P și Pu xo) = (a? — r 1) 


19. Sá se determine coelicientii p şi q astfel incît polinomul P(x) = zi — 2x? P 
+ z să fie divizibil prin z? + pi + q. 

R. Se pune condiţia ca restul împărţirii să fie identic nul, rezultind sistemul 1 + pg — 
— pp? — q — 2) = 0, q(p?—q9— 2) = 0; p este dat de ecuaţia p? — 2p + 1 = 0, iar. q se 


deduce din ecuatia 1 + pg = 0, la care se adaugă soluliile date de q = 0 și pp — 29 — 1 = 0. 


20. Sá se determine un polinom de gradul cinci astfel ca P(x) — 1 să fie divi- 
zibil cu (x — 1) si P(x) + 1 sá fie divizibil cu (x + 1). 


i 1 
R Pa = En (3x? — 10x* + 15)x. 
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21. Să se găsească un polinom de gradul șase P(x), astfel încît P(x) + 1 să fie 
divizibil prin (2 — 1), iar P(x) + 2 să fie divizibil prin zf. 


R. Din P(x) = (x — 1)P,(a) — 1 rezultă că P,(x) este de gradul al treilea; apoi P(x)-p 
+ 2 = (x — 1} P (1) + 1 
membrul al doilea din (1) fiind divizibil prin xt. 

luînd P(x) = ax + bx? + cx + d, prin identificare se găseşte; a = 10, b = ñ, c = 3, 
d = 1. 


22. Se consideră polinoamele : 


i /3 en 
poor EI 
PE) = 3 -L = teară z+ 1. 


Să se arate că P,(2?) este divizibil prin P,(2), iar P,(2?) este divizibil prin P, (2). 
E 


R, Tinind seama că op = sînt rădăcinile cubice complexe ale unităţii 
$> 2 v . . r p’ 
(0, + o = —1, %0: = l, 07 = Oa 01 = 1), cele două polinoame se pot serie astíel: 


P(2) = z? — 02% — 012 + 1 = (7? — 01,2 — 03), 


PAZ] = 7? — 0,2 — (0,2 + 1 = (2? — 0, (1 — o.) si Ș 
P 3) = (2° e oz? — 09) = (211 — w5)(z* — o?) 


Pz) = (3 — opz — œ), concluziile fiind evidente. 


A w ` v . . . xo . . A 
23. Sá se găsească condiția ca polinomul P(x) = 1% + z” + ] sá se dividá 


e „2 eie ©! ] 
prin z? -+ r+ 1. 


R. Trebuie ca P(w) = 0, unde & este o rădăcină cubică complexă a unităţii; este nece- 
sar ca n să fie de forma 3k +1, keN., 


24. Să se arate că polinomul 
P(x) = (a — 1) +1 de 1)? +1 qn +2 
este divizibil prin 1? — xt + 1. Sá se determine citul. 
R. Avem (x ZA 1) = [(2? — x + 1) — a]. Înlocuind în P(x) pe (x — 1)? si (—x) găsim 
Plz) = (Jr — 1) $ (DA ata a (parti a (oa = 
= (—1)"!x"(x*? — x + 1) etc. 


Alifel. Se tine seamă de relațiile care există între rădăcinile %1 2 Ale ecuațicia? — r + 1=0 


şi anune: a? = —Qa, o? — a, +1=0, a? + 1=0 etc. 


25. Să se determine cîtul împărțirii -polinomului 
P(x) = (x — 2% + (x — 1) — 1 prin Q(x) = x? — 3x + 2. 


R. Se observă că x? — 3x + 2 = (x — 1)(x — 2) si că se poate scrie x — 2 = (x — 1)— 1] 
astfel fiind, avem: 


Pla) = (2 — Dita — 22 4 (e — pa pap +1 (1) 
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v. 


Acum rămîne de arătat că [(x — 2)": + 1], (2) se divide prin (x — 1): pentru aceasta se ob- 
servá că dacă se notează t — 2 = y & q — 1 = y + 1, (2) devine (y? + 1) care, desigur, 
se divide prin y + 1. În consecinţă, 


Pia): Qe) = (E — Dee lr DE e a (e 29414 
+ Di a ser 
26. Să se arate că polinomul 
a"! cos(n — 1)o — 2" cos no — z cos o + 1 
este divizibil prin 7” — 2x.cos ọ +- 1. Să se afle cilul, 


R. Soluínle ccuafiej 2% — 2q coso + 1=06 sint Tis = COS p + isin o, care inlocuite 

in polinomu! dat şi [inind seamă de formula lui M ¿0:e, demonstrează prima parte 2 problemei. 

` Pentru aflarea citului se observă că primul termen al acestuia este 4”? cos(n — 1)g, iar 
primul delmparjil partial se pune cu uşurinţă sub forma | 


x’ cos(n — 2)p — 1 *cos(n — 1)ọ — zcosp +4 1. 
Al doilea termen al citului este 2": cos(n — 2)ọ si al doilea deimpărţit partial se pune sub forma 
1”! cos(n — 3)p — 2": cos(n — 2)p — xcosp + 1. 
Citul este Q(2) = 277 costn — Î)o + 272 costi — 2)0 + ... + rcoso + 1, 
24. Să se arate că polinomul 
Pa); = ar (ret Dis 
este divizibil cu (2 — 1)% Să se căseuscă ciiul, 
EH. Grupind convenabil termenii. avem: 
Pix) = naa — 1) = (2 = 1) =1x — Dina? = la" Lars... +11= 
= (x — Vina 4 (n — Dat + (n — 234... +21 +1) 


De remarcal că prima parte a problemei se poate demonstra ușor, verificind doar că P(1) = 
= P'(1) =0. 


20. Sá se arate că polinomul 
nui — para — X(n? — Da” + n(n + Da”? — 2 
este divizibil prin (1 — 1). Să se afle citul. 
R. Se va arăta mu întîi că P(1) = P'(1) = P”(1) =0. Apoi se considers identitatea 


arta — 1 


E E hea Aa 


x— 1 
care se deriveazá de două ori: membrul al doilea, după derivare, reprezentind tocmai cítul. 
2). Să se determine a, b, c din polinomul 

P(a) = a + ba + ca + (a— 1)r- 1 


astfel încît acesta să se dividá prin P (x) = (x — 1). 
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N. Se poate folosi metoda identificării scriind: 


art + bx + ca + (a — la = 1 = lax p Iaz = 1), (1) 


şi dezvoltind în ambii membri din (1), priu identficare rezultă: o = 2, b = —5 c= 3. 


Allfel. Din cendițiile PO) = P(1) = PU = U, rezultă un sistem în a, b, c cu acelraşi 
rezultate oblinute anterior. 
30. Să se determine a si be R din polinomul 
P(x) = ala” + 0 + dad 3) (e dap 254 oa? yl, 


astle' incît acesta să se dividă prin 1% > v -b 1. 


st. Lrebuice ca Pew) = O unde œ este o rădăcină cubică complexă a unităţii, adică veri- 
ficà relaţiile w + o +1=0,0%=1, œt = 0 ete., se obline n= =3 b= 3 
Altfel Se formează polinomul ajutátor P (x?) în care se pune condiția ca Pi —x—1)=0, 
obtinindu-se acelasi rezullal. 
31. Să se găsească condilia ca polinomul 
`>- =: 
P (x) ses qa T pin =] + Zi y 1 ] 


să fie divizibil prin P(x) = z” 4 ato! -- t+a+st.cuh<m. 


R. Se multiplică umbele polinoame cu x — 1, acestea devenind Pu) = w —1 e 
Pax) = ati — 1 si condilia de divizibilitate este dată de m + 1 = k(h + 1), unde ke N. 


32. Sá se determine a si b astfel ca polinomul 
P(x) = (x + 1) -- ax + b, 
să fie divizibil prin a? + 1. 


R. -lrebwue să avem P(-ri) = 0; pentru calculul lui G + 11” se va tine seamă că 


(i + 1)" = Y | cos — +1 sin | i 


4 4 
Rezultă ecuajiile 
a + (y2) mom si b + Y 2y doo 0, 
4 4 

de unde și valorile corespunzătoare pentru a şi b. 
33. Sá se delermine a şi b astfel ca polinomul 

Pla) = (x + V3)" + ax + b 
să fie divizibil prin z? + 1. 


R. Procedeu analog ca la exercițiul precedent, iar pentru calculul lui (i + V3)" se va ține 
scâmă că 


(i + Y 3) = | of cos a + ¡sin =) 
6 


34. Să se calculeze restul impăriirii unui polinom prin (x — (2 — b)(x — c), 
cind se cunosc resturile împărţirii acestui polinom prin (x — a), (x — b), 
(x — (). Generalizare. 
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R. Fie A, B, C cilurile respective. 
Avem fa) = (x — ax — b)(a — c) O(a) + R(x), unde R(x) este de gradul al doilea, adică 
de forma R(x) = mai + nx + p. Ave A = ma + na + p, B = mb: + nb + p, C = më + 
+ ne + p. În final rezultă ; 
ta — b) (1— C) (1 — a) (x — b) 


Ra; = 4 —— +E C —— — — y cua bic, 


(x — c) (x — a) 
e e il, “ale 
(a — b) (a — c) (b — €) (b — a)’ (c — u) (c — b) 


35. Să se găsească restul împărţirii polinomului ( 
Pla) = r par i d- 22 2 prin polinomul P (x) = z? — 22 + 2, 
EL Avem P(x) = (1 — 22 + 2) 0tx) 4 ma + n (1) 
luînd ìn (1) 1=1+/= Y 2 | cos - - + iesin 
4 


= 1 +7 fiind o rădăcină a ecuației Po = 0). 


SE 


se obline m = —6 si n = 20 (a = 


36. Sá se dciermine restul îmțărțirii polinomului 
l Pla) = 1" +a ~ b prin (x — ay. i 
R. Avem P(x) = (x — a Qx) + mx + p; se calculează P'(a si apoi se scrie că P(u) = 
= 0 si P'(0) = deducindu-se m = nai + și p= (1 — na” + b. 


37. Sá se determine restul împărțirii poliromului 


N 


N 


Pie) = (cos «a xsin 0 prin a+ 1. 


R. Avem relalia P(a) = (2% + DQO + xa +8 (1) 
si fácind în (1) pe v = i, rezultă că cos na + isin na = cu + B, de unde — prin identificare — 


se obtine x = sin ra, B = cusna. 
38. Să se determine restul împărțirii polinomului 
P(x) oi — r" 4 | prin PO Sair aee 
R. Putem scrie 


Pay) = (a — x + DQ) + ax + b, (1) 


a Siza y3 este una din rădăcinile complexe ale ecualici P.(x) = O Dara, se poate 
unde a, = J 


T 


TT ; A a 
scrie sub forma qa, = ces == +1 Sin —— și prin urmare avem 
: 3 


P(a,) = aœ. + b, sau 


Ed 
T rias mT yr T = A rn |” T RI RR: 
cos — +i sin — — |cos--—+i sin - -| 41l=ajf cos-- + isin—] +b, 
3 3 3 3 3 3 
(2) 
dezvoilind si identilicind în (2), oblinem 
4 AR aa AIE e n T Y nr 2 NT NT 
a = —= cos — sin —, b = | 2 cos —- — 11 cos — — — cos — Sin —, 
3 2 6 3 ) a Vă, 2 6 


a 
(89,)Sa se găsească toate polinoamele P(x) care se anulează pentru a = 0 
si care verifică identitatea 


Pla + 1) — P(x) = (x+ 1). 
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R. Dacă P(x) este de gradul p, membrul întii al identităţii date este un polinom de gradul 
ES 1 
(p - 1) al cărui prim termen este Cab, Rezultă prin identificare p = 4, u = deci 


Pía) este de lorma 
1 2 
Plx) = — at + arè + bx? + cx. 
4 
În'ecuind îu identitatea din enunţ și identificind, găsim , 


1 
P(x) = — zr’*(x + 1) 
; 4 


40. Sá se delermine două polinoame P(x) si Q(x) de gradul al doilea cu coefi- 
a © A . A . d z a » $ 9 (m ` 
cienti în R. prime între ele si care verifică relaţia P(x) + 02) = (2? -+ 1, 
Să se arate apoi că [PoR + [0 (0)? = 4 YP) + 0%). 
R. Forma relației din enunț sugerează řolosirea numerelor complexe. Astiel fiind, se poate 
seria: 


[P(a) + iQ) Pax) — 10D] = a y DU — DS, (1) 
(observindu-se că P(2) + Qla) si P(x) — iQ(a) sint prime între ele pe C). Dar egalitatea (1) 


1 ' | 
are loc numai dacă P(x) + iQlx) = k(x ri): si Pa) — ¡Q(u) = — (x — i), unde k este o 
A 
constantà complexă de modul 1. Se poate deci lua k = cos O + 1 Siu o, rezultind P(x) = (x? — 
— i)cosg — 2asin o, Q(x) = (a: — 1) sin ọ + 2x cos O. Partea a doua a problemei nu mai 
comporta nici o dificultate. 


4l. Să se arate că polinomul 
P(x) = af d- 429 4 62? Y 823 + 122? + 167 + 16 este nenegativ pe R. 


R. Un polinom P(x) este nenegativ pe R dacă pentru vz e R => P(a) > 0, (1). Pentru ca 
condiția (1) să fie îndeplinită, este necesar şi suficient ca polinomul respectiv sá fic egal cu 
-suma pătratelor a două polinoame cu coeficienţi în R. Pentru aceasta se ține seama ue iden- 
titalea lui Lagrange: 


(a? 4- bic? + d?) = (ac + bd) + (ad — bo), 
care permite să se transforme un produs de sumă de pătrate într-o sumă de pitrale. 
În cazul de faţă este uşor de verificat că P(—2) = P'(—2) = 0 şi efectuind împărțirea 
lui P(x) prin (x + 2), rezultă P(x) = (x + 2)(2% + 2x? + 4) = [(x + 2} + 02] [x + 1)? + 
+ (V3)), (1) 
și tinind seamă de identitatea lui Lagrange menționată, prin identificare, avem 4? = (1 + 2, 
be = 05, ci = (x + De si de = 0/3) 


Astfel fiind, avem P(x) = [(a + 2)(a2 + 1))? + (Vata + 2)]?, ceea ce demonstrează că 
-P(x) este nenegativ. 


Observafie. Desigur că, ajungindu-se la o descompunere convenabilă în factori a lui P(x), 
va trebui arătat că P(x) > 0 peniru Vx e R. 


42. Fie f(x) un polinom de gradul n; să se arate că 
Fla) = fæ + 2) — 2f + 1) + fla) 


este un polinom de gradul n — 2. Să se găsească toate polinoamele f(x) pen- 
tru care avem F(x) =z + r41. 
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R. Se va arăta că coeficienţii lui x” si x” din F(x) sînt nuli. Polinoamele pentru care 


4 .3 E 
gvem f(x) =2x3?+xu8 +1 au forma generală f(x) = sd e + i + uz 4+ b, 
6 12 
43. Să se reducă expresia 
pa (a) P(b) e P(c) 
y) TS e Aare a IER T J 
(a — b) (a— c) (b — cb — a) (e — a) (c — b) 


unde a, b, c sînt rădăcinile cubice ale unităţii, iar P(x) un polinom în z. 

R. Fie P(x) =0,+ üt + Ua +... + C," iar a=1, b=, c=0* (w° =1, 1 
+ w + a = 0). 
Notind 

A =0,+ 0, + a + +..., B=a +0, +4, + e...) Ó=03+0 +01 +4 e. 
se aratá imediat cá s 
P(a) = A + B+C, P(b) = A + Bo + Co P(c) = A + Bo? + Co. 

În final rezultă E = C. 
44. Să se determine un polinom P(x) de gradul (p + 1). astfel încit să avem 
P(0) = 0; P(x) — P(x — tl) = Y. 

Sá se demonstreze că P(x) este divizibil prin z + 1 și că avem P(n) = 
= ]? p 2 p 3L... HR. 

R. Notšm 


MO = aat + a? +... +0%0+ Cp) 


iune, „bal ae z% 1 PENES e stu 
îniocuind în relația de condilie şi identificind, găsim a, = —— . Apoi scriem că xë < p are 
pHi 


coeficientul nui, avem 
Sp Le -p 
(199744 Cy + (—1) a, CE Poset (—1)ap CŽ = 0, 


adică o relație de recurenţă, care permite calculul din aproape în aproape al coeficienţilor poli- 
nomului Pla). 
Luind x = p — 1, k = p — 2, k= p — 3, rezultă «7 


a; = ——, az= E dy = 0, s.a 
2 
În relaţia de definiţie luînd x = 0, rezultă P(0) — P(—1)= 0; deci P(—1) = 0, adică 
P(x) se divide cu x + 1. Înlocuind în aceeași relaţie pe x cu x — 1, x — 2,... £- n4 1și 
adunind cele n relaţii găsim 


Pía) — P(x — r) = 2 4 (£ — 1) +... +(1-n+1), 


care pentru x =n Că tocmai P(n) = 1? 4 2 +... + n’. 


AFEN 
(43, Se dă expresia E = cos” x + sin” z. 
Prin înlocuirea lui cos 2x = y, această expresie devine un polinom P,(y) 
de vradul n. Se cere: 
1°. Să se găsească rădăcinile acestui polinom ; 
2. Să se determine relaţia de recurenţă între polinoamele 


Party) Paty) Pray)» 
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R. 1°. Se pleacă de la 


1+ cos2r ., 1 — cos 2x 
COS: I = — si Sin? r = ——————— 
7 2 
si deci 
1 y ] n. 4 n 
Pame E a E i, 
i- yy 
Apoi se rezolvă ecuaţia bincmă (Leen = =1, 
Lo Y 
20. Avem 


1 
2P, =— [(1.+ Y" + (1 y" + y) + (1 — y), de unde, prin inmultire, rezultă relația 
20 | 


de recurenţă cerută 


1 
2P, = 2Pa4ı ri E (1 — w) Par 


46. Sá se determine un polinom P(x) astfel încit sá avem 
P(x) — Pla) = Y + 2, 
N. Avem P(x) = a" + aa. Po... + 4 14 E Ca Și prin identificare se deduce: 
do = 1, 
E =n=1!'Cl 
a, n E 
E E 


N-" 
Ca (n= DI (Rs 


a = (n — 1) Lea + A 


t—ì 


CAER l 


B. Ecuații algebrice de grad > 3 


Y1. Să se rezolve ecualia 
{x — ayb — c)? -+ (x de — a) -- (x — o(a — bP = O, 
unde a 4 b c. 


R. Se notează cu P(a, b, c, x) primul membru al ccuâliei și se arată că P(a, b, c, x) se anu- 
lează pentru x =a, t= b x=c,a=b,b=c,c=4 $ prin urmare avem 
(a, b, c, x) = k(x — 0(x — Dx — c)(a — bb — cc - u), unde k este o constantă care, 
în cazul de faţă, nu mai este necesar a se determina, rădăcinile ecuaţiei fiind evidente. 


$2. 54 se rezolve ecuulia 


2 — An? + Di? + (me + Dx + mi (2m? + 1) =0. 


LT — 

. . y v a JEF G PR 9 

R. Se consideră ca o ecuaţie bipătrată în m?, obfiniudu-se inj = — r, mj = —, ri- 
i 2 


dăcinile rezultind din aceste două ecuaţii. 
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A 3. Să se determine parametrul m si să se rezolve ecuaţia 


ya = 14 ct m= 0. 


știind că 2, — T, = 1, Xp 2, fiind două din rădăcinile ecuatiei date. 
R. Din z, — q, = 1 şi primele două relații ale lui Viète rezullá 2, =2,1=1,%=-——» 


pentru m = 4. 


4 * Se consideră polinomul P(x) = t? — 31? + mx + n. Se cere: 
P. Pentru m = 1 sá se determine n şi să se rezolve ecuaţia P(x) = 0, 
asilel ca produsul a două rădăcini să fie egal cu 1. 
22. Să se determine m şi n astfel ca P(x) sá se dividá cu 2? — 1. 


R. 1% Din tata = —n, rezuilă v, = —n si scriind că x, verifică ecuaţia din enunţ, ob- 
ținem: n, ="U, n, = —3; avem deci soluțiile; 


20. Se formează polinomul ajutátor P(x) = P(x) = 132? — 3r? + mr + n în care tlre- 
buie să avem P,(1) = 0, sau (1 + mr — 3 -+ n = 0, cu m = —1 ṣi n = 3. 

Altfel. Se pun condiţiile P(1) = 0, P(—1)=u0. 

Altfel. Se imparte P(x) la 1* — 1 și se pune condiția ca restul să fie nul. 


5. Se consideră ecualia 
a — 3(m + 2)x? -+ (2m? 4- 17m + 5)x — 4(2m? + 5m — 3) = 0. 


§ 1°. Să se rezolve ecuația ştiind că între rădăcinile sale z,, To 23 are loc 
relația : 1, + 23 = t + m. f 

e 2°. Să se determine intervalele în care este cuprins parametrul real m în 
aşa fel încît sá existe relaţia : 


iz ie eul pa ate 


Tı T, La 2 


R. 1% Din relațiile 1, + £, + X£; = 3(m +2) şi xi + t, =x, + m rezultă 1. =m + 33 
folosindu-se apoi celelalte relaţii între coeficienţi și rădăcini oblinem: xı = 2m — 1, 1, = de 


; l 1 
20. Se formează ecuația de gradul al treilea cu rădăcini de forma y, = — === 
Tı Yi 


iar x, este o rădăcină a ecuației de la pct. 1° si înlocuind pe acu —, obţinein ecuiţia 


112 + 5m — 3349 — (2m* + 17m + 5)u: + 3(m 4 2)y—1=0. 
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3 
Acurn punem condiția ca ) Jı > — , adică 
2 


2m: + ln -5 


4(2n + 5m — 3) 2 l 
e 6. Sá se rezolve ecuația ştiind că admite o rădăcină întreagă. 
3 — (8 — [Dat + 23 — 3) + 108 — 48 Y3 =0 
T ( )a -+ Zi yo 9) r = U. 


R. Ecuația se poale serie sub forma 


(x3 — 8x? — öx + 108) + V3íz + 2x — 48) = 0, de unde rezultă că rădăcina întreagă z, 
xi + 2r — d8 = 0 


a ecuaţiei din enunţ este o rădăcină comună a ecuaţiilor 
3 — 8x* — ba 4 108= 0 


obtinindu-se fără dificultate z,= 6. Apoi, folosind schema lui Horner, se găsesc si celelalte două 
A | = 2 
rădăcini: x, = 5 — y3, X, = —3 + |3. 


e 7. Să se rezolve ecualia 


a3 — m(V3 — Da2+ p(2 — Văz — q= 0 


si să se determine parametrii p si q, ştiind că admite rădăcini reale care veri- 
licá relatia A (£ = g)” + (Tə < 23)* + (23 — E” = 0. 


R. Din 2(x, — da)” = 0 rezuită x, = x, = %,; apoi finind seamă de relaţiile lui Viète se 
s ME 
obțin rădăcinile si parametrii m = y3, p= 2, şi q= |1— z] . 


* 8. Să se verifice că ecuaţia 


bé? — Baba? + (32 — 1)x + a(l — a?b?) = 0, (a, b e R). 


are rădăcinile în progresie aritmetică. 


R. Rădăcinile sint: a-—,a a+ E, 
b b 


+9. Se dă ecuaţia da? — a(1 + b + bj? 4- P + b4 dde ab şi 
se cere sá se verifice că rădăcinile acesteia sînt in progresie Seomeírtica. 
ca a 
R. Rădăcinile sînt: — a, ab, 
b l € 
10. Sá se rezolve ecuația azè — (a + 2)a2 + 9x — 1 = 0 ştiind că rădăcinile 
sale sînt în progresie armonică. 


2 1 
N. Relaţia de condiţie este — = ba -+ -— ; se formează ecuația de gradul al treilea 


Lo Y; T3 


; pula E a ; SA anti ari lee ts 
ale cărei rădăcini sint de forma y, = — și în aceasta se scrie că rădăcinile sale sint în progre- 
Tı 


a : Liy e 1 1 1 
sie aritmetică. Se obţine: a = 24, 1, = —, t, = —, l¿=—>+ 
2 3 4 
#11. Sá se determine parametrul a din ecuaţia aa? — 2? + 1 =0, astfel incit 
aceasta sá aibá o rádáciná dublá, care se va determina. 


Lă 
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m — 1 2/3 


N. Se poate folosi metoda grafică observîndu-se că avem:0 = e ză pentru a = a 
= 2 Va. a 
avem 21, = T, = E iai pentru a = — L avem t, = T, = — y3. 


9 12. Se dă tuncția f(x, m, n) = z? — Bat + (1 — nja + m. în care msi n 
sînt parametri reali. 
P. Rădăcinile ecuaţiei f(a. m, n) = C lind 2,, Za Za fárá a rezolva ecu- 
atia, sá se calculeze expresia 


i Ly + Z, Le +A. la + Y, 
f . d “ 
E = + —— 4 —— 
Ly tı ly 


2%. Să se rezolve ecuaţia f(x, m, 3) = 0, ştiind că produsul a două rádá- 
cini este —2. 

3. Sá se determine m şi n astfel ca ecualta f(a. m, n) = 0 sá aibă rádá- 
cina z, = 2 — i şi să se rezolve ecuulia în acesi caz. 


l bz 6 
R 1% Din Ex, = 6, rezultă 1,4 t; = Ö — x, si deci L= ) —— = > (Es = 
E Ly 


eh SEE A me de 
PD m 
m 


2%, Din T£, = — m şi az, = —2 rezultă z, = — ¡ punind condiţia ca această rădăcină 


să verifice ecuaţia din enunţ rezultă m, = U, m, = 12. Pentru m = 12 rădăcinile ecuației 
sint  — y2 — y? şi 6, iar pentru m = U0 rădătinile sint 321 Vu U. 

3°. Se pune condiția ca f(x, n: n) sá se dividá la [z — (2 + Dila + (24 D] = r — 4145 
şi rezultă m = —10, n= —12 r, = 2. 


* 13. Să se arate că dacă ecuația P(x) = az? + 3bz? + 3cz + d = QO are o 
ze a = z 1 bc — un 
rădăcină dublă, aceasta este egală cu — ERE 
3 ac — b 


R Se pune condiţia ca P(x) și P'(x) să aibă un divizor de gradul întii. 


e 14. Să se rezolve ecuaţia T? + ax? + 2ax + 8 =0, ştiind că între rădăcinile 
sale există relația x, + 27, + 31, =0. 


R. Se va observa că relația de condiţie se poate scrie sub forma (2, + 2%, + Ta) + (2. + 
+ T) + x, = 0 <= —u, + x, = 2a apoi se folosesc relaţiile lui Viele. vbținindu-se: a= — 2, 


œ 15. Sá se determine constantele a şi b e Z astfel încît ecuatiile P (£) = 22° — 
— r? +a =Q şi P(x) = + bz + 2 = 0 să aibă o rădăcină comună îu- 
treagă. i 


R Folosirea algoritmului lui uclid sau metoda scăderilor repetate conduc la calcule difi- 


, a A 2ab — 8b — 2 | ad a 

cile rădăcina comună avind forma z = ——————————— „Se observă însă că rádácina comună 
4Ab:4+ a+ b— 3 

nu poate fi decit un divizor ai termenului liber din P,(x), adică +1 sau +2. Astlei liid, lolo- 

sim metoda identificării. putind scrie cele două polinoame: 


P(x) = (x + 1) (2x + mz + a) sau P,(x) SE (x 4-2) [pe + mt + =) si Pax) = (1 4- ta? -p 
2 


\ | A 
4+ nx + 2)sau P,(r) = (x + 2X + nz + 1). Luind P, (£) = (1 — 1X24 + ma + a) si Pax) = 
æ (x — 1)(x' + nx 4 2) se găseşte a = —1 şi b = —3, divizorul comun fiind (x — 1). 
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16. Se dá ecualia P(x) = a + (1 — 201? + 1 = 0 și se cere sá se deter- 
mine a si apoi sá se rezolve. ştiind că are o rădăcină dublă. 


R Se pol folosi relaţiile lui Viéte, finind seama că a, = q} Rezultă u = 2, 2, =%,=1, 


1 
A 
A 
Altfel. Se scrie că P(x) şi P'(x) au un divizor de gradul întîi. a 


Altfel. Separám pe u din ecuația dată. rezultind 


a + 1 
a = —— (1) 
12 — T) 
zi +1 


se calculează derivata funcliei f(x) = şi i se aflá rădăcinile: ahscisele punctelor 


122 — x) 
de cătrem ale luncţiei f(x) inlocuite în (1) dau valorile lui a. În cazul de [aţă f'(x) se anulează 
pentru x = 1. de unde rezultă a = 2 elc. 


$ 17. Să se determine a din ecualiile 
P (£) = 220 + 20 + z+a=0 şi Pa) = È — r + ar—2=0 
astfel incit acestea să aibă două rădăcin: comune. 


it. Se poate lolosi algoritmul lui Fuclrd, punind condiția ca restul, corespuuzàtor impár- 
fitorului de gradul al doilea să fie nul. 
Altfel. Se poate folusi metoda scăderilo: repetate: 


Pj= 2P 4x3) = 32% + (1— 2007 + a + 4= P,(x) 
IP) — Par) = (2a — 4) + (2a — da — 6= Pa). 


Dar, oricare din polinoamele Pax), P (1) poate îi divizuiul comun al polinoamelor date prin 4 
enunț. Așadar, seriem că P(x) vi Pax) au aceleași rădăcini, rezultind 


3 1 — 2u u+ d4 
= = == (1) 
du — 4 du — 4 — 0 
din (1) rezultind a = —!. Corespunzător aceste: valori a lui a, rezultă că divizorul comun este * 


Li 4-a + L 
18. Să se rezolve trigonometric ecuaţia 2% — 3x — 1=0, 


R Ecuația se poale serie p sub forma 2? — 3x = 1, ceea ce sugerează folosirea identității 
trigonometrice cos 30 = 1 costa — 3c0sa si notind x = A cosa. ecuaţia dată se transformă 


] e 
A costa — 3A cosa = 1, de unde rezultă ìà = 2 si cos Ja =—. Avem deci rădăcinile, r, = 


= 2 cos 20, a, = —2 sin 10% za = —2 cos 40", 


> 


19. Să se determine a, a € R, astfel incit ecuaţia 
P(x) = a2? — a — (a + 22 — 2a = 0 să aibă o rădăcină complexă de mo- 
dul 1. 


R Asociind rădăcinii complexe de modul 1 conjugata acesteia rezultă că P(x) trebuie 
să fie divizibil prin Qa = xf + Pa + 1. Punînd condiţia ca restul împărţirii lui P(x) prin 


Ola) să fie nul, rezultă a=2 și b =. 
2 
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20. Sá se arate că delerminarea rădăcinilor complexe ale ecuației P(x) = z? $ 
+ pa + q = 0 cu coeficienți reali se reduce la precizarea rădăcinii reale a 
unei ecuaţii de acelaşi grad. 


Ro tiea, = a + b'f o rădăcină complexă a lui P(x) = 0; scriind că x, anulează pe P(x) 


rezultă ecuaţiile: 
ar — 3ab: + pa +q=0 si 3020 — b4 pb = 0. (1) 


Din ecuaţia a doua rezultă b = U (ceea ce corespunde rădăcinii reale a ecuaţiei P(r) = 0) 
sau b = 3a: + p. Asociind această relaţie cu prima ecuație din (1), rezultă Ba: + 2ap — 3J = 0. 


21. Se dă ecuația az + bare + cv- a= 0 ale cărei rădăcini sint a p, y. 
Să se formeze ecuália ale cărei rădăcini sint a, 6%, y. 

R Calculám Sa: ta Be abr, 
folosind relajnlo mtre coelicienţi şi rădăcini. Ecuația căutată este ata? — (b? — 2ac)a: + tc: — 
— 2bd ya d? = t 


Alife. Ràdàciniie ecuației căutate sînt de forma y =a* sau y = a Eliminám pe a: inlre 
ar + be + cea a=U 
si 
ai - y=0. 


De aici scoatem x= + Vy si înlocuind în prima ecuaţie pe x cu Vu săsim Vyuay +e) = 
= —(06 + do. Ridicám această ecuaţie la pătrat şi obţinem acelaşi iezullal ca Iu suiutia prună, 


Allfa. Bádácmmle ecuaţiei căutate stut 
y) = x“, Ye = ESA Ys E y 


şi deci ecuaţia are forma (y — «+y — B*)My — y*) = U. A 
e 


Deoarece y = 25 ecuație se serie 

(2 — ANA — PAT — YT + aa + Plz + y) =C. 
Jinind seama că 

(x — gxr — Br — y) = ax! + bat + co +a, 
urmează că avem 

(x + ax + PAT + Y) = ax? — ba: — d. 

Avem deci 
lox? + ba? + cx + dias — bx? + cr — d) =0, 


Dezvoltind găsim o ecuaţie de gradul al şaselea în x, in care dacă inlocuim pe a? cu y, obe 
ținem aceeaşi ecuație ca în cazul metodelor anterioare. 


22. Se dă ecuaţia 2% + pr + q = 0, cu q %0, ale cărei rădăcini sînt £, Ta T3. 
Se cere să se formeze ecuaţia de gradul al treilea ale cărei rădăcini sînt: 


l l 


] . 
Y = — FI Ya = + Ta Ya = + Tz. 


TT Tila TT, 
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1 
R. Din y, = + x, rezultă x, = ELLE scriind că x, verifică ecuația din enunț 


Et, q— 1 


obținem: q?y? + p(q — 1Yy + (q — 11 =0, 
Cazul q = 1 se va trata separat. 


23. Se dá ecuaţia £? + paió4qr+r=0cur #0, ale cărei rădăcini sînt 
a, b, c. Sá se formeze ecuatia ale cărei rădăcini sint 


l 1 
Y; =d 4- 3 Ys == b + ca Ya aa c + —, 
a b c 


R. Punem 


1 a +1 
y =a +4 — = . 
a a 
2 + 


1 
Avem de eliminat pe x între y = si 2% + pr? -+ qxr rx=0; găsim 


x 
Ty? + (Pr + Ny? + (Pg + P år 3rjy +p r + (1 aa =0, 
(a se vedea si capitolul VIII — eliminări). 


24. Fiind dată ecuaţia q? + axr? + bz + c = Q0 cu rădăcinile T} To Ta se 
cere să se formeze ecuaţia ale cărei rădăcini sînt 2? + Tit: + 23, 23 + tt; + 
HE 23 ZI + Tat T ai. 

R. x? + (30 — 2a%)a* + (ad — 3a?b + 3b?)x + b? — a?b? + are = 0. 
25. Fiind dată ecuaţia z? + pz? + qx + r = 0 ale cărei rădăcini sînt æ 
B, y, sá se găsească ecuaţia ale cărei rădăcini sînt: 

1 1 1 a cei 

, —, , cu a, B, y diferite de 1. 
l-a 1—ß 1-—y 


R. Fie dă y? + pi +ay+r=0 (1) 


1 31 : z 
ecuația căutată. Din y = se scoate r= ——; se înlocuieşte această valoare în ecuaţia 
dinos Xx y . 


dată si se identifică cu (1). 


+ % B Y 
26. , —, Is cu («+ pB + yy +a) #0. 
BEFORE A Eb 
A Py q l ae ati 
R. Avem y = - , de unde t = — „apoi Se scrie că aceasta veritică ccu 
=p- x y +1 
atia din enunţ. 
27. x — py Py y —af. . 
-o T ær — pa? — qí P+0Q 
R. Avem y == 2* + — = a SR pr ES q si deci gt = — —— ; 
Y x t P 


2%. Se dá ecuaţia r? + pi + q = 0, ale cărei rădăcini sînt a, b, c. Să se for- 
meze ecuația ale cărei rădăcini sint 
a— 1 b — 1 c—1 


TEE Ta a cu (a+ b)(b+o(c+a) 4 0. 
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N. Fie 


— 1 
b -pe 
Din Ya = 0 scoatem by c = —a şi deci (1) devine 
— 1 
pa; (2) 
— a 


Avem de eliminat pe x între ecuaţia dată si (2). 
r = 0. să se formeze ecu- 
| 


29. Dacă «, B, y sin! rădăcinile ecuatiei 75 + qxz? + 
x Bays; a+ß-—y. 


atia ale cărei rădăcini sinl —a+ p+y; «— 
R. y? + yy? — qy — q — Sr =0, 


Știind că a, b. c sînt rădăcinile ecuaţiei x? + qx + r = 0, r 40, sá se 
formeze ecualiile ale căror rădăcini sînt: 


30. bc+ 2 ca + =, ab + a 
a i c 


R. ry* +1 — ny? + (1 — rm = 0; 


31. b+c c+a a+b 


3 9 7 ° 


a? b: c? 
R. ry? —qy: — 1 = 0, 
32, a D e: 
R. y + 3r? + (P + 3r + 13 = O. 
33. a(b + c), b(c + a). ea + b). 
R. y — 2qy + u + 1 =0, 


34. Fie a, b, c rădăcinile ecuaţiei £? + px + q = 0 cu q # 0. Sá se găsească 
ecuația ale cărei rădăcini sînt: 


bic čt aq+.0 
a 7 h , 5 0 


R. Din Ja = 0 scoatem bi + c — 2p — a. Rădăcinile ecuaţiei căutate sint de forma 


(21 +0) 


a 


Avem de eliminat pe z între ecuaţia dată si (1). Ecuația căutată este 


ay? — 2p*y* — 5pquy — 2p* — f = U. 


35. Se dă ecuatia z + az? + br-+u=0, (a be R şi b 21). ale cărei 
rădăcini se notează cu tg A, tg B., to. 


Să se arate că suma S = cos 24 + cos 2B + cos 2C nu depinde de a. 


R. Se observá cá 


9 
l— t A UN 1— a 

S = X AS =) S = ie ace! = 
1 + tu: A 1 + xi 


4 — Culegere de probleme de matematică — cd. 1 49 


2 
Ii AR P a f T. 
no!lím y, = si formám ecuaţia de gradul al treilea cu rădăcini de forma y,. Deducem 


Leaf i 


Luám valoarea pozitivă si scriem că x, verifică ecuaţia din enunţ; avem 


l—y, | 1 —y, ¡pao 
: - u b a =, 
1 +y, Tim + o La, e 
Separám în această ecuaţie partea iraţională de cea rițională si după o ridicare la pătrat 
ajungem la ecuaţia 


(b — 1)y3 + (b? + 2b — 3)y2 — (b? — 2b — 3 — 4a%)y + da? — (b 4 1): =0, (1) 
(am înlocuit y, cu y Cevarece forma in x, esle valabilă si pentru y y). 


3+b 
Din (1) rezultă imediat câ > J = u , ceea ce demonstrează problema, 
1— b 


36. Se dă ecuația 2% — pa? -+ qx — r = a, ale cărei rădăcini sînt a, b, e 
Să se calculeze suma simetrică 


p= a(b — c)! + bic — ay + cia — by 
j (a — byb = ole = a) 
în funcție de coeficienții ecuației (a # b 4 Cc). 
R. E = 4p — ¢.. 


37. Se dă ecuaţia t? + px + q = 0, ale cărei rădăcini sînt Ty, To, Tz. Se cere 
să se calculeze expresia: 


~ Pa +y pz. +q Pra + 9 ., 9 
E = REE FR lp Ton lg —. 
y pă —4 pt — q pla — Y P 


R. Se formează ecuația de gradul al treilea ale cărei rădăcini sint de forma 
ilhi = A T3 (1) 
dar diu (1) rezultă 


 qn+l 


PY —1 


si scriind că a, verifică ecuaţia din enunţ, obţinem în final ecuaţia în y: 
(q: + PY + (3q — dpi) + (Bg + 2p)y + g =0 
Şi deci 
3 — 3g? 
pad APERE, 
2pP + q? 


38. Se dá ecuaţia z? + px + q = 0, ale cărei rădăcini sînt £j, Xa, £3. Se cere 
să se calculeze suma simetrică 


2 2 2 


T x5 TÍ 
e o 2 9 2 9 
x3 +23 13 + 1] 1] + 22 


în functie de coeticienţii ecuaţiei date. 
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R. Se formează ecuaţia de gradul al treilea ale cărei rădăcini sînt de forma 1, = 


zi 
2,2 (4) 
T5 + TA 
Se observă că (1). se poate scrie si sub forma 
2 
! x 
hh —— (2) 
| . 
ntl zi + 2 + a5 
dar r2= —2p si deci (2) se serie sub forma OTI + == de unde  rezullá că 1, = 
Yi — -P 


= + ees şi inlocuind valoarea lui x, în ecuația din enunț, obținem în final 
Yy 
(q + 2p99 + (307 — Apy + ¿39 + 2p3My + q* = 0, 


E" Y - 3q: — ip’ 
de unde «ezullá că S= a] 
i i q + 2p? 


39. Știind câ a, b, c sint rădăcinile ecuatiei 
È + p +q +r =D curo 


să se calculeze expresia (a? — bc)(b? — caj(c* — ab) in funcție de coeficienţii 
ecuaţiei. 


R. Se obrervá că 


Avem de calculat deci 


(a + rb? + riec + r) 
A a pt A 


E = 
abc 
Dezvollind şi fácind înlocuirile. găsim 
E = —(Xasps + NITO E 


rămîne de calculat Las şi Bab’, pentru care se folosesc relaţiile între coeficienţi si rădăcini: 


Astfel 
(Da = Za? + Saab — abe] = — p". 
40. Să se rezolve ecuatia 


x? — 42? cos a cos b + 2u2(1 A- cos 2a + cos 2b) — drcosacosh+1=0. 


a 


: l 
R Ecuație reciprocă. se scoate in factor x şi apoi se notează t + — =YS$ x + — = 
x £: 
= y' — 2. Se oblin rădăcinile: 
apy = costa — b) + ı sinta — b) 


ip = Cos(a + b) + isintu + 0). 


41. Să se rezolve ecuația tê — 3:3 + 313%? — 2 = Q. 


R Se serie e — 36 +30 2 = + mı + 2x + nx E 1), (1) si identificind în (1) 
se obține m = — 2, n = —1 şi ecuaţiile xt — 2x + 2 + 0, x — x — 1 = 0. 


51 


9 42. Se consideră polinomul P(x) = zt + mr + n. m şi n fiind numere ra- 
tionale. 


P. Să se afle m. n dacă polinomul are rădăcina x = i. 


2. Să se afle m, n dacă polinomul are rădăcina 1 + Y3 și să se rezolve 
ecuația P(x) = 0 în acest caz. 


R. 1°. Din Pii) =0 rezultă m = 0, n=-—1. 
2°. m = 1 + V3, m= —16, n= —12, 1, = —1 4 i V5. 


pa “43. Sá se rezolve ecuația zt + 2r? + mr? — 8x + 12 = 0, ştiind că între 
rădăcini există relația 2,,+ %, = £} + T4. 


R. Se pot folosi relațiile lui Vièle, observind însă că x; + T = T} + 1,= —1. Se obțin 
rădăcinile 1, —2, 2, —2, 


e 44. Să se rezolve ecuaţia P(x) = 2% — 4a* — 8x — 4 = 0, ştiind că suma a 
două rădăcini este egală cu hold celorlalte două. 


R. Se poate folosi metoda identificării, fiind posibile următoarele descompuneri ale lui 
P(x)! A 


P(x)= (x? — ax + 1)(x? + bx + a) 
sau = (2: — ax + 2)\(x? + ba + a) 
sau încă = (1? — (E + 4x? + bx + a) 


rezultind din cele de mai sus că nedeterminata a poate avea una din valorile F4, F2, F1: 
y Prin încercări, se gásesle uşor a = 2, b = 2, rădăcinile rezultind imediat. 
y 45. Să rezolve ecuaţia 1% — 14r? + ax? + 2(8 — ajz + 64 = 0, ştiind că 


pădăcini este egal cu cea de a patra rădăcină. 
aN 


1.1,2,T, = X, ; dar din 1,x,1,0, = 64 rezultă 22 = 64 etc. 


Şe ecuaţia xt -+ r? — 4ar? + ax + 16 = 0, ştiind că între 


t rz a 
rat reni nile-sede există relaţia z,Ta = Tata. 


R Din (x,2,(x,7,) = 16 rezultă că putem avea 2,2, = x,%, = 44; puteín deci scrie (x? -p 
4 mı 4? + nz + 4) = xt + T? — 402: + ax + 16 =0 şi prin identificare rezultă că 
nu putem lua decit x,xz, = tsx, = 4, rădăcinile fiind —1, — 4 şi 2,2, si a = 4. 


Altfel. Se pot folosi și relațiile lui Viète. 


+ 47. Să se rezolve ecuaţia P(x) = 4 + ar? — r? + ar — 2 = 0, știind că 


T, F Tz = Taly (Mo 44) 


R Se pot folosi relaţiile lui Viéfe sau metoda identificării, observindu-se că putem scrie 1 
E(x) = (x? — mt — 2902 + nz + m), cu m = 1, a = —1, 1, = — 1, t, = 2, Z, = L 


48. Să se rezolve ecuația 61% -+ mu? — 75r? — 10x + 24 = 0, ştiind că 
= |], 


i d wW e. . Li Lo C] 1 
între rădăcini există relația —— + 
T£, Tti 
R. Din relația de condiție rezultă x,1, = xx, = 2; apoi din relațiile a doua şi a treia ale 


lui Viète rezultă x, + x: = 9 și t} + t, = — 2 


3 
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49. i consideră ecuaţia zê — (3p + 21? + př =0 gi se cere: 
„Să se determine parametrul real p astfel încît. între rădăcinile ecua- 
tiei să existe relaţia r. — 1, = T} — la = Ta — T3. 
2. Sá se discute natura rădăcinilor cînd p ia valori în R. 
3. Sá se rezolve ecuaţia pentru valorile lui p găsite la pet. 1°. 
R. 1% 3%. Din relaţiile de condiţie rezultă x, + 2, = z; + 1, = 0; cum rădăcinile ecuației 
bipătrate sînt de forma —a, —b, b, a, rezultă că a = 3b. Din relaţiile 2 si 3 ale lui Viète ob- 


pP 


tionen: 3p + 2= 10b: şi b = —, eliminarea lui b? între: aceste două relaţii ducind la 
9 
; —6 
p=6 şi p; = —. 
19 
Corespunzător acestor valori ale lui p, avem rădăcinile e 


-3 V2. -V2 y2, 3y2 si NE i pz, =: L, 


20. Discufia e:uaţiei tipătrate din enunţ se face cu ajutorul ecuaţiei y? — (3p + 2y Y 
4 o = 0, unde 2*=y; 
pentru A < 0 avem rădăcini complexe; 
pentru A>0, P>0. S0 avem palru rădăcini reale y 
pentru A > 0, P< u avem două rădăcini reale şi două rădăcini complexe. 


50. Să se determine rădăcinile ecuației 
P(x) = zi — 425 + 6pa? + (8 — 12p)x + 5 = 
care verifică relația 1, + to = T3 + Lg. 
R Se poale considera în general ecuatia 


at + az + bit + cx + d= 0, în care z, + T, = £, + ret folosind formulele lui Viète se obţine 
reJalia a? — 4ab 4 8a = 0, care este verificată şi de coeficienții ccualiei din enunt. 


s : 3 i 2 ; > 
51. Se dă ecuația: 4(1 -- a)a* — 8(a° + a + 1)a? — (a — 16a + 1) -p 
+ 2(a2 + a + ljr — 4a = Q. 
unde a este un parametru real. Se cere: 
IP. Sá se rezolve ecuaţia ştiind că admite si rădăcini raționale indepen- 
dente de a. 
. Să se arate că oricare ar fi a, ecuaţia are trei rădăcini reale cuprinse 
în intervalul (—1, 1). 
3". Să se determine valorile iui a pentru care ecuaţia dată are o rădăcină 
dublă. 


4 Să se determine valorile lui a pentru care are loc relaţia x? + 22 + 23 + 
17 


+ 
< 1>(a+ 1:30, (a — 1) 0 ceea ce demonstrează că 
1 + i. 


ecuația are trei rădăcini aparfinind intervalului [—1, 1]. 


8%. Se serle 


2a 1 
= +— =a = (+2 4 V3), 
1 + a: 2 
2a 7 dd e 
ecuația = 2, avind rădăcini complexe, problema nu are soluții deoarece a € R (prin 
Î +a? 
enunţ). 
4”. Sat +1 = a: € C, problema nu are soluție deoarece a € R. 
1 +a 


52. Să se rezolve ecuația 2% — 22è — (0? — a +p Dai + (a — a + 2: -- 
+ 2a(a — 1) = 0 ştiind că are şi rădăcini independente de «. 


R. x = —1, xv, = 2, T= u, t = 1 — a. 


53. Se dă ecuaţia P(x) = 2? — a + mz + n = 0 şi se cere sá se determine 
para metrii reali m, n şi apoi sá se rezolve ecuația știind că admite o rădăcină 
multiplă de ordinul trei. 


R. PU zx) = 6x(4x — l); din P” (x)= 0 rezultă că putem avea ca rădăeină multipli de 


1 
ordinul trei fie pe x = U, fie pe x = — gi corespunzător avem rezultatele : 
m n | 2, La | U; E; 
AAC AMES TOA 
i | 
0 0 | 0 | 0 | 0 | 1-2 | 
| 1 | 1 1 1 | 1 
16 | 128 4 | 4 4 | 4 


54. Sá se rezolve ecuaţia 2% + 2% — az? — (a + 21-2=0, cu ae R 
ştiind că are o rădăcină triplă întreagă. 
e 

R. Rădăcina nu poate fi decit +1 sau —1 (deoarece xx.xx, = —2): astfel fiind, putem 
pune: 
zi + am ar — (a + 2)x — 2 = fx + 1)Ux F 2) Fără dificultate, găsim 2, = X, = 2% = 
= Lp 2, a= 3. 

Allfel. Se pot folosi şi formulele lui Viéte. 

Altfel. Se pune condiţia ca P'(x) si P” (œ) să aibă un divizor comun de gradul unu și unde 
P(x) este membrul întîi al ecuaţiei. 


55. Se consideră ecuaţia 2%— 4r? + a2? + bx + c = 0, unde a, b, c sînt 
parametri reali. 

1. În cazul cînd a = 5 ṣì c = —2, sá se determine valoarea lui b astfel ca 
între rădăcinile ecuatiej să existe relația Tı + Za = Ta + 2, ŞI în acest caz 
să se rezolve ecuaţia. 

2. Dacă b = 2a, c = 3(1 — a), să se arate că ecuația admite o rădăcină 
zı = 1 si să se determine valorile lui a astfel încit celelalte rădăcini £4, Za. £3 
să satisfacă inegalitatea : 
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R. 19 Din Ex, = 4 rezultă 2, + t: = 21, + xz, = 2; putem deci scrie xt — 4r? 4 5ar p 


4 br — 2 = (a — 2x + 1l)Mx? — 2x — 2). Rezultă Tya 5l +i, aa = l y2, ba s32, 
22 Ecuația se scrie 21 — 4r? + 3 + (x? + 2x — 3) a= 0, observindu se că o rădăcină 


este :, = 1, celelalle rădăcini fiind date de ecualia 25 — 3a2 + (a — 3) + 3a — 3 = 0. (1) 
Dar negalitalea din enunţ este echivalentă cu l 


-2 -2 3 ; 
ARA -<0 2) 


A 


şi folosind relaţiile între coeficienţi gi rădăcini din (1), inegalitatea (2) conduce la solutia 
as (-x, —12|JU 00). l 


56. Se dă ecuatia azt + br? + cx + d = 0 si se cere sá se găsească relalja 
dintre coeficientii a, b, c, d astfel încît rădăcinile ecuației să îndeplinească 
condiția 17 + r? = 23 + z3. 

R. Se formează ecuaţia de gradul patru ale cărei rădăcini sînt de forma y, = da (1). Din (1) 


se scoate 1, = Vu şi scriind că x, este o rădăcină a ecuaţiei din enunț se obţine 
ay’? + 2aby? + (b2 + 20d + i2bd — c*)y + d: = u. (2) 

În ecuaţia (2) se pune condiţia să avem: y, + ya = Ys + ya etc. 
57. Sá se determine a din ecuaţiile 

P (3) = 2 — 4 2x — a = 0 si P(x) = Y — 3 a—1=0 
asitel incít acestea sá aibă o rădăcină comuina. 

R. a = 3, divizorul comun find p(1) = x — 1. 

Se. Se dau ecuatiile 

P (1) = 24 + T? + 472 — qt + 2a =0.P,(a) = a pH ar 2=—=0 
şi se cere să se determine a și să se rezoive cele uvuă ecuaţii ştiind că au două 
rădăcini comune. 


R. Se poate folosi algoritmul lui Euclid si punind condiţia ca ullimul impártitor să fie 
de gradul al doilea, se scrie că restul corespunzător este nu! şi se obține a = 1. 
Alifel. Se poale folosi metoda scăderilor repetate, p(x) fiind divizorul de gradul al duilcea 


căutat, avem: 
Pta) = P(x) — 2rP x) = x? + 2(2 — aja? + 3x + 2a 
pæ) = Px). — Piz) = X2 — aja? + (3— ajz + 2a +1) = 0 


P(x) = xp(x) — 202 — ayP Ax) = (3 — aja? + 2(0* — a + 1)x + 4(2— a) = 0. 


2(2 — a) 
Dar p(x) şi p,(x) trebuie să aibă aceleași rădăcini și deci trebuie să avem E = 
3— a 


3— a _ Aa + 1) 


2(a: — a + 1) 42 — a) 


de unde rezultă a = 1, . 


39. Sá se rezolve ecualiile: 
P (1) = 22t + è + 4è — r 4 2 = 0 gi Pax) = 4 1-2=0 


ştiind că au două rădăcini comune, 


55 


R. Rădăcinile comune sint date de cel mai mare divizor comun al polinoamelor P,(z) 
si P(x), divizor care este de gradul al doilea. Folosind algoritmul lui Euclid obţinem c.m.m.d.c. =s 


= r pr 42. 
Nolă. Se observă că Px) == (x — 1)(az + x + 2) si cum x = 1 nu esle o rădăcină a ecua 
tiei P,(x) = 0, rezultă că c.m.m.d.c. nu poate [i decit x? + qt + 2. 


60. Să se rezolve ecuaţiile: 
P (£) = a + r? + axr + 2 = 0 şi Px) = 20 — 244 a2+r4+b=0 
ştiind că au două rădăcini comune. 


R. Se pune condiţia ca polinoamele P(x) și P,(x) să aibă un divizor comun de gradul al 
doilea ; se obține a = —1, b = —1, iar rădăcinile comune sint date de x? — xr + 1 = 0. 


6]. Se dau ecuaţiile: 
P (x) = 22t + £? — 7x? + cx + 2a=0 si Para) = 2 + arè — br —2=0 


şi se cere să se determine parametrii reali a, b, c astfel incit cele două ecuații 
să aibă un număr maxim de rădăcini comune. 


R. Punind condiția ca polinoamele P,(x) si P(x) să aibă un divizor de gracul trei, re- 
zultă sistemul: 


2a? — a 4+ 2b—7=0, 


—2ub + b+c+4=0, 


—2a +2 =0 
cu soluția a = 1, b = 3, ¢ = —1, divizorul comun fiind Py(a) = 1? + x? — 3x — 2, rădăcinile 
1 5 
comune fiind date de ecuația P (x) = 0, cu 1, = — 2, Tz, = 14⁄5 i 


62. Să se arate că x = tg 9% verifică ecuaţia xt — 42? — 1422 — 4r 4- 1 = 0 
Care sînt celelalte. rădăcini ? 


R. Unghiul 0 = 9° verifică ecuația tg50 = 1; dezvoltind după formula tg nf = 


Cl tg0 — CÌ tgs 0 + 03tg0—... | 
= SE e e a te si luind tg09= x, se obține ecuaţia 


CO tg° — C2 tg? 0 + C$ tgt0 —... 
a — 5xt — 1043 + 10%? + 5x—1=0, 


care arc o rădăcină x = 1. Folosind apoi schema lui Horner se găsește la cit ecuația din enung, 
celelalte rădăcini ale acesteia fiind x, = ctg 9% x, = —tg 270 și x, = — ctg 27°. 


63. Folosind dezvoltarea tg 70 în funcţie de tg 0, sá se arate că ecuaţia 2? — 
— 212? + 35x — 7 = 0 are ca rădăcini pe: 


1r, tg? 5. Să se deducă apoi relaţia : 


t EER tg? 
Pe 7 


$ o o O 


T 2m T 
cost — cost — cost — 
7 


tg 70 


R. Se notează tg0 = t şi ecuaţia -= = 0 se scrie 
lg O 
t — 211% + 3512 — 7 = 0, (1) 


«dezvoltarea lui tg 70 fácindu-se după formula menţionată în exercițiul precedent), ecuaţia (1) 
kr | f 
avind rădăcinile de forma tg — , cu k = +1, k = 42, k = 43. Se notează (2: = a si ecua- 


tia (1) se transformă în x3 — 21x: + 35x — 7 = 0 (ecuaţia din enunț), ale cărei rădăcini sînt: 


T 27 OT 


æ = lg — , xr, = tg? —, T,= tg' 


g , (2). Suma S se poate exprima cu ajutorul rădăcini- 


9 


T)” l 2n _3 n\t i PUN: 
lor din (2): S ={f|1 +tg—] + {1 + ts—] +{1 + tge — į , în care înlocuind rădă- 
7 7 7 

cinile prin coeficienții ecuaţiei respective, se găseşte S = 416. 
64. Se dă ecuatia P(x) = az — z — 42 + ax? + 18r — 9=0 cu aez, 
avind o rădăcină 7, = y2 + i; se cere sá se determine celelalte rădăcini. 

R. Ecuația mai are încă trei rădăcini conjugate cu x, şi anume: z, = y2 —i => 
= — y2 +i, xr, = — y2 — i. Rădăcinile x, t,, £x, x, sînt date de ecuaţia p(x) = t! — 2x* + 
d- 9; scriind că P(x) se divide la p(x), se obţine a = 2 şi r, = —. 

2 

65. Se dá ecuaţia P(x) = 1? + 1022 — ax + b = 0 şi se cere sá se determine 


parametrii a, b si apoi sá se rezolve ecuaţia știind că admite o rădăcină mul- 
tpl de ordinul trei. 


R. P''(a) = 202% + 20 = 0, are o singură rădăcină reală x= —1; în consecință rădă- 
cina multiplă nu poate fi decit 2, = z, = x, = —1, pentru care corespunde «a = — 15, 
l 3 + iy 15 
b=6 şi Xt; ;, = = 


2 
66. Să se determine constantele a si b din ecuația f(x) = 31? — 251% + 601? — 
— 60a? + ax + b = 0, astfel încît aceasta să aibă o rădăcină multiplă de 
ordin maxim. 

R. Se va observa că f''(x) = 0 are ca rădăcini pe =1 si 5 = 2 4 y2, larf'”(x) =0 

rr? 1 peri . A DA 

are ca rădăcini pe 2, = >f + | 7 ) rezultă deci că numai x = 1 poate fi rădăcina 
multiplă de ordinul trei, corespunzător căreia a = 25 si b = —3. 
67. Fie P(2) un polinom cu coeficienţi reali și a şi b două rădăcini reale ale 
lui P(x); a de ordinul p şi b de ordinul q. Sá se arate că pentru (V) e R 


peiivomul P(x) + AP(2) are în intervalul (a, b) un număr impar de rădăcini, 
jur a şi b sînt rădăcini de ordinul p — 1 şi respectiv q — 1. 


- R. Potrivit enunfului, putem seriei 
P(x) = (x — ax — byP,(x) (1) 


vnde P,(x) este un polinom care nu se anulează în intervalul [a, b]. Derivind în (1), obţinem 
PIO = (xt ay az — b) iPx), unde P(x) = [p(z — b) + q(x — a)]P,(2) + (x — ala — 
— 2)Py(a). 

Astfel fiind, avem ı 


P'(z) + AP(x) = (x — ap-i(z — DEIP (oO, (2) 


unde P(x) = P(x) + Mx — a)(z — b)P,(x). 


97, 


Din (2) rezultă că rădăcinile lui P'(x) + AP(x) diferite de a si b coincid cu cele ale lut 
Pito): 


Dar, avem: Py(a) = P.a) = p(a — d)P,(a) şi 
PAD) = PLD) = q(b — AJP Ab); 

rezultă că P,(a)*P.(b) = —pg(a — b) Pila) P (b) < 0 si deci P.(x) are în intervalul (a, L) un 
număr impar de rădăcini, de unde se deduce că și P'(2) + AP(x) are în același interval un nu- 
măr impar de rădăcini. 

, ; 27 s oin -AR EEE ES $ A y 

68. Fie a = cos A +1 sin— o rădăcină complexă a ecuatiei rH — 1 = 0. 

.11 
Se cere să se formeze ecuaţia de gradul al cincilea ale cărei rădăcini sint: 


at al, a? + ax, œ + al, af +a’, a? + al, 


1 1 ; l S . 
R. Se va observa că a! = —, x? = — etc. Prin urmare, ecuaţia cerută se deduce din 

a a? 

x — 1 

O A E 
x — 1 
FERF 1 , 
în care se face substitulia x + — = py, rezultînd 


Y 
y? + y? — Ay — 3y* + 3y + 1=0. 
69. Se consideră ecuaţia 
P(x) = + ad + bat + c+ d? + ex 4 f= 0, (1) 


cu coeficienţi în R, în care se presupune că rădăcinile complexe au același 
modul p. 
1°. Să se arate că ecuatia transformată ce se obține din (1) luînd y = 


q’ E E ie ii a ds as 
e este de gradul al treilea. ale cărei rădăcini se cere a se calcula. 
T 


2. Invers, fiind dată ecuaţia in y 
pp ruy+t+v=0, (-) 
să se formeze ecuaţia .(1) şi să se deducá din aceasta că relaţiile e — Af = U, 
abf — de = 0. (3) sînt necesare pentru ca această ecuație să îndeplinească 
condiția dată. 


Cum ar trebui completate relaţiile (3) pentru ca acestea să fie şi suiici- 
ente ? 
R. 1°. Ecuația (1), presupunind că are si rădăcini complexe, are o descompunere de 
forma 
P(x) = (x? — 2aa + p?)a? — Bx + pira? — ya + p’) = 0, iar ecuaţia transformată este de 
forma 


(y — 2x)(y — 28Xy — 2y) = 0, (4) 
„observindu-se că rădăcinile ecuaţiei (4) se obţin din acelea ale ecuaţiei (1) prin dublarea pár- 


tilor reale ale rădăcinilor presupuse complexe. 
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. . e . , . THp? 
90. Plecind de la ecuația (2) se poate ajunge la ecuația (1) prin substituția y = — —, 
zT 


astfel: 
(124 p) + rela? + pf + pata + pi) + va? = O, (5) 


„şi identificind (1) cu (5), obţinem: 

a= 4, 3p* +u = b, 2p°h + y= c, 3pt + pp? = d, 
)pt = e, p? = f, din aceste relații deducindu-se 
relațiile e? — af: = gi abf — de = 0, precum si A, y, v. 


Avein astfel ccuaţia in y 


pap + pa e HE m0, (6) 
e e 


Rámine să ne asigurăm că rădăcinile ecuaţiei (6) sint reale, în care caz condiţiile din (3) 
vor fi si suficiente. 
70. Să se formeze ecuaţia de gradul al şaptelea cu coeficienţi în Z avind una 
din rădăcini r = cos =. Care sînt celelalte rădăcini ? 

Să se deducá ecuaţia de gradul al treilea avînd cea mai mare rădăcină 


pe 1 = cos—. 
í 


id T . . T . . . 4 
R. Se pleacă de la dezvoltarea E — + ¡sin J = cos 7 + isin 7 şi egalind partea reală 
7 7 


m 


. x i Xs 7; - T pi : 
— respectiv cea complexă — din ambii membri, se va observa că cos — verifică ccualia 
1 


64" — 11217 + 56:—7x + 1 = 0, (1). Arcele a, corespunzătoare rădăcinilor v; = cos a, care 
37 57 Ur 115 


. . » . T 
verifică ecuația (1) sînt: œ; =—, 0 = , Ay = y Ag = T, As = — y Ag = ———) 
7 7 7 7 7 

l3r , e pi a . A T IT 

dp = — = 22 — — rădăcinile respective fiind a = —1, x, = cos] + —]|, Xa = cos — = 
7 7 7 
lin DT az i 

= Cos y, Ta = cos — = cos —. Observindu-se că în afară de x= —1, ecuaţia (1) 

7 7 


admite rădăcini egale două cile două si că deci se poate pune sub forma unui pătrat perfect mul- 
tiplicat cu (a + 1), adică avem: 


Gia? — 1120 + 561? — 72 + 1 = (x + 1642? — Gai — 4824 + 4803 + 80? — 8x + 1)= 
= (x + 18r! — 4r? — 41 + 1)? =0, (2) 


Din (2) rezultă că ecuaţia de gradul al treilea Sa? — 4x? — 4x + 1 = 0 admite ca rădăcini 


T S7 DT i A y ; 
pe cos —, cos —-—, cos — , ráspunzindu-se astfel la cea dea doua chestiune din enunț. 
7 ' 


di. Fie a; b. c,..., l rădăcinile reale. presupuse distincte, ale unui polinom 
P(x). Sá se exprime cu ajutorul lui P(x) si derivatelor sale succesive, ur- 
metosrele sume : 


Doe l 
ra. a nul 
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1 
a 


R. Potrivit enunfulul avem P(x) = alz — a(x — b).. (x — D, (1) rezultă că > rn 
XI — 
P'(a | 
al (2), unde P“(x) este derivata lui (Px). 
P(x) 
Derivind în (2) in raport cu 1, avem! 
> : 1 _ _ Pm PP: | | 
a e Acum, ridicind la pătrat în (2), obţinem: 


2 1 E A PU E Ai, JR 
> (x — a) (x — b) Doa > (x — a)? P(x) 


72. Să se discute natura rădăcinilor ecuaţiei 
zi — 3r? + 2m2 + 1 — m?’ =0, 
unde m este un parametru real, 
R. Mai intíi se rezolvă ecuaţia în raport cu m, obținindu-se: m = x + (x! — 1); pentru 


—5 5 
m € e A ecuația dată are toate rădăcinile reale etc. 
4 


73. Să se discute natura rădăcinilor ecuației 
61 — de — mr? + 3r — m? + m + 2 = 0, 
după valorile parametrului real m. 
R. Procedeu asemănător ca la exercițiul precedent; se vor discuta ecuațiile: 
2r? — xr — b— m = l si 


3r? — I—24m=0. 


74. Să se discute natura rădăcinilor ecuației 
2(m — 1) + (m? + 3)a + (m? + 3)2* + 2(m — 1) = 0. 


R. Punem q? = y și se obţine o ecuație reciprocă de gradul al treilea cu y: = —1, Y, 


sînl dați de 2(m — 1)y: + (m? + 2m + 5)y + 2(m — 1) = 0, (1). 
Ecuajia în x are patru rădăcini reale dacă rădăcinile ecuației (1) sint reale si pozitive; dacă 
Ya, Ya sînt de semne contrare, atunci ecuaţia in x are numai două rădăcini reale etc. 


75. Sá se demonstreze că ecuaţia 1023 — 6x + 1 = 0 are trei rădăcini reale 
și să se calculeze cu două zecimale exacte cea mai mică rădăcină iraţională 
şi pozitivă a acestei ecuaţii. 


R. Se folosește teorema lui Rolle, din care se deduce că ecuația are trei rădăcini reale ł 


1 
una din acestea este cuprinsă în intervalul [> 7%) si are valoarea aproximativă 0,17. 
5 


76. Să se calculeze cu trei zecimale exacte rădăcina iraţională a ecuaţiei a? -p 
+ 4r — 1=0. 


R. x= 0,246. 


60 


Pi 
‘17. Să se discute natura rădăcinilor ecuaţiei 


f(z) = xt — 4d + 8x — a = 0 


folosind: — teorema lui Rolle, 
— metoda grafică. 


R. Tabloul de discuție cu teorema lui Rolle este 


z -o 1-3 1 1+- œ 
f(x) Concluzii 
+$ — (a +4) 5—a — (4 + a) + 
a 
(— 00, — 4) + + + + + Nici o rădăcină reală 
xı, = xt, = ÍI — V3 
— 4 + 0 + 0 + tic Ya 
i E £y = t, = 1 +4 E 
Ra 
(—4, 5) +, ; a A A pa , + 4 rădăcini reale 
l | 1; si încă 
E A ă 
3 + 5 9 g + 2 rădăcini reale 
(5, 00) +, y — — —, , + 2 rădăcini reale 


y 


_Max( 15) 


Graficul- funcţiei g(x) = xt — 4x3 + 8x 
este dat în ligura 11-77 din care rezultă aceleaşi 
concluzii pentru « ca şi în cazul folosirii teo- 
remei lui Rolle. 


Fig. 11 — 77 


61 


79. Să se discute ecuaţia 


fa = 2 + 3r? + 6m(1 — mjx— 1 = 0, 


unde me R este un parametru variabil. 


R. Rădăcinile lui f(x) = 0 


= —á4m? + Im — Öm si I(—m) 


sint  =m-— 1 si Lo = —In; se obţine apoi f(m — 1) = 


= 4n* — 3m? — 1, 


1 
Deosebim trei cazuri: a) —m<m— 1, sau m > —» 
2 
1 
b) =m = m — 1, sau m = —+* 
2 
1 
c) —m > m — 1, sau m < — +* 
2 
Pentru formarea șirului lui Rolle se studiază separat și semnul functiilor f,(m) = — 4m? + 


Ym: — 6m si j (m) = dm? — 3m* — 1, ceea ce se face cu ușurință observind că f,(m) = 0 
, i 


si fam) = 0 au cite o singură rădăcină reală: m = 0 si respectiv m = 1. 


Discuţia completă a ecuafici este dată in tablourile de mai jos. 


1 
a) peptru m > — 
> 


— YU — îi 
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(m — 1) + 90% 


Concluzii 


o (dm — 3m? — 1) (— imi +9m*— 6m) +0 


| O rădăcină reală 
re ((m— 1), +00) 


c= 1 rădăcină dublă 


si incá o rádáciná realá 
în intervalul 
(m — 1), +0) 


e L Trei rádácini reale 


pa 


pa + 00 Concluzii 


MN 


5 + O singurà rădăcină reală 
4 in intervalul (1/2, +00) 


|] Concluzii 


—(—4m? + 9m’ — öm) (4m* — 3m* — 1) + 


Y 


) — + — 4- 3 rădăcini reale 
— 0 — + x = —1 rădăcină dublă 
și o altă rădăcină reală 


în (—m, +00) 
— — — + O rădăcină reală şi două 
complexe 


ecua ia P(x) = 29 + z — 2m? + (t — m) + (1 -+ mr — m=O 
> să se discute nalura rădăcinilor acesteia, știind că P(x) este de- 


il îv două polinoame. din care unul este de gradul al Ireilea. 


poale scrie P(x) = (2 + dx + bx + Ir + cx ar m), (1) si identificind în (1) 
= 0, = — m, c= 1 urmînd a se face discuţia ecuaţiilor 25 — mv + 1 = 0 şi t! + 
0, ceca ce se poate face mai uşor prin metoda grafică. 


Uy 


studieze cu ajutorul teoremei lui Rolle ecualia 
pi — 205 p at — (A — Dxtu=0, 
consideră că A şi y sint coordonatele unui punct din planul axelor 


are xOy. 
separe planul în regiuni după natura rădăcinilor ecualici. 


1 
. . . . LA . - w brd . . ? . 
dácinile ecuaţiei derivate sînt q} = — si încă două rădăcini tə date de ecuaţia 


1 V3— 2 1 1 V3 — 2) 
R ai NSE A 2 e a a 
+ 3 > ci ai E e 0 ea + 00 
id 4 4 16 4 
o 
observă că y — A d se poate scrie sub forma 
4 
1 
ve [A — 1)? — 4ul, (1) 
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şi egalind (1) cu zero se obţine ecuaţia unei parzle cu vîrful 


Y, în (1, 0), axa à — 1 = 0, tangenta în virf u = U parametrul 
g — 9? 
me 
II 
SS b a a 9 
LS e vei sI © 
ORR 
ESA Ses SO ecuație care reprezintă o dreaptă tangentă la pabola, de la 
SS 9 K? SS punctul a) în punctul (3/2, 1/16). | 
SSI impáriirea planului în regiuni se vede in figu 11-S0 iar 
Fig. 11 — 80 concluziile sînt redate în tabloul: 
1 13-2 1 1 Y3-2 
i 2 2 2 2 2 
| 
| Conclui 
O — 1): 7 5 Q — 1) 
[(x) + 0 u— ei et poze alee ie E 
4 16 4 
Reg. 1 + + + + Nici o rădăcin reală 
seg. H =- — Sha q y + Toate rádácini reale 
Reg MIL +. = p= = dE Două rădăcini-eale 
SR À A : SI 1 3-2 
Cind punctul P(2, u) se află pe parabolă avem două rădăcini duble x, 2 = 9 T 


1 Va = 
dap te O 


În cazul cînd PQ, u) este pe dreapta (2) avem o rădăcină dublă Ti: = celalte două 


1 
| 2 
fiind date de ccualia 22 — x + du = 0. 

Cind punctul P(A, u) se află in punctul de tangenţă (3/2, 1/16) avem o răâcină cua- 


1 


druplă x = 
`) 


Yi. Folosind metoda grafică, se cere sá se precizeze numărul si natra solu- 
tiilor ecuației (arc sin x)? + (arc cos x)? — rm = 0, m fiind un pirametru 
y 
real. 
1 | 
R. Graficul funcţiei f(x) = — [(arc sin x)? + (arc cos x)*] este dat în figura 11-81, din 
2 


de 


care rezultă urmátourcieo: 


Fig. II —81 


04 


1 a e . 
— pentru me [- 00, — |, nici o soluție; 


8 e 
] | : V2, 
— pentru m PONTE dublă xt, = qt, = Y 
1 1 : r ft 
— pentru me [= —, —| două soluţii distincte z,,. € |0, 1]; 
| R 4 


i 5 
pentru m e=, E soluție x € (0, —1)3 
d d 


— pentru om e E oj, nici o soluție. = 


1 


62. Se dă functia f(2) = la] e" *şiseceresăse determine numărul rădăci- 


nilor reale ale ecuației f(x) = A folosind graficul funcţiei y = f(x). 


R. În figura [1-82 este dat graficul funcției y = f(x), din care rezultă următoarele 


— pentru A = 0, ecuaţia are două rădăcini reale; 


(10; (20) x 


Fig. H — 82 


1 El ADA Aid 
— pentru A € o. — | ecuaţia arevtrei rădăcini reale; 
p 


„ ecuația are o rădăcină dublă x, = zt, = 1 şi x, < 03 


] 
— petru A = — 
C 
1 a . . mm {v . v . Y 
— pentru à € {—, 4 y. , ecualia are o singură rădăcină negativă; 
e 
— pentru1A=4 Ve, ecuaţia are o rădăcină dublă x, = x, = 4 şi o rădăcină 1, < 03 
ati 
— pentru )e(4 Ve, œ), ecuaţia are trei rădăcini reale distincte. 


63. Să se determine numărul rădăcinilor reale ale ecuaţiei z? — 2r + 1 — 


R. Din trasarea graficelor funcţiilor f(x) = x? — 2x +1 şi f(x) = In [x] — v, figura 
II- 83 — rezultă că ecuaţia dată are o rădăcină dublă x; = x, = 1, 
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Fig. II — 83 


84. Să se determine numărul rădăcinilor reale ale ecuaţiei Va —2+ Va + x= 
= m unde a este un număr pozitiv dat. iar m un parametru real. 


R. Trebuie să avem x € [—a, a] si m € Pii in aceste condiții, ridicind la pătrat ob- 
tinem: 2 Ya: — z? = m? — 2a, (1). 
Dar din (1) rezultă că trebuie să avem m:—2a > 0, adică m > Y2a. Cum max (a? — qz?) = 
= a, rezultă că max(m* — 2a) = 2a, adică Mma,=2 Va şi în consecinţă, pentru me [y 2e, 


2 Va | ecuația dată are două rădăcini, pentru m = 2 Va avind o rădăcină dublă xv, = x, =0. 


Altfel. Se poate folosi metoda grafică, trasindu-se graficele funcţiilor y, = y U— zx + 


4 Va +x și y, =m (v. fig. 11-84). 


Fig. 11 — 84 


95. Se dă ecuația f(x) = x? + 5x — 1 = 0 şi se cere: 
1. Sá se reprezinte grafic f(x). 
2%. Să se afle rădăcina iraţională a ecuației f(x) = 0 cu două zecimale 
exacte. 
3. Să se evalueze timpul necesar pentru calcularea tuturor zecimalelor 
rădăcinii iraționale. 
4”. Sá se demonstreze că ecuaţia f(x) = 0 nu are rădăcini raţionale. 
R. 1% Graficul este dat în figura 11-85. 
29, Tı = 0,1085. 
39. /= œ (avem o infinitate de zecimale). 
49, Aplicind teorema lui Rolle funcţiei f(x), constatăm că ecuaţia f(x) = 0 are o singură 
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Fig. II — 85 


rădăcină reală. Presupunem că aceasta este de forma xr, = P cu qg = +1 sau —1 si p= +1 
t 

sau —l = a, = +1 sau —1; dar [(—1) 4 U şi (+1) 4 U, de unde se deduce că ecuaţia nu 

are rădăcini! în Q. 


86. 1". Să se rezolve ecuația 
area Dd Da Ds Îi ee 1005 
2”. Fie ecuaţia 1% — 22 + ma? — 2x + 1 = 0. Sá se determine m astfel 
ca uceastă ecuație să aibă o rădăcină reală dublă diferită de 1. 


3. Fie z, Şi a rădăcinile complexe ale ecuaţiei de la punctul 1°. Să se 
calculeze 


E= (2% +1) + (2, + 1”. 


> 


i 1 2” 
R. 1°. Este o ecuaţie reciprocă care se poate rezolva cu substitutia r+ — = y, ecuaţia 
a 

lu de l ` l mânia 1 

rezolvantă fiind y? — 2y = 0, cu y, = O si y, = 2, de unde rezultă r + — =2șir + — =0, 
Y Tt 

S E NT 
CU £i = l, ty = 4i 2 m= —6, t, = t, —l, 1, =24 V3. => 2 (y2 y cos —, 
4 


87. Se dau polinoamele: 
PA a, D0)=% =0a*t+i+hit+a=-1 
I(x, a) = 2? — (a — 1)x + 1, unde a, b € R. 


1°. Sá se determine a şi b astfel ca P(x, a, b) să se dividá cu I(x, a). 
2”. Sá se rezolve ecuația Q(x, a) =0, a e R, unde Q(x. a) este cítul 
impártirii de la punctul 1. 
3. Dacă x, si x, sint rădăcinile ecuaţiei de la 2”, sá se determine a în asa 
fel ca sá avem 
3 3 


R. 1% Putem scrie 25 — ax! + 15x: + bx + a — 1 = 


= [a3 — (a — Da + Mo: + me + (a — 1)), (1) 


si dezvoltind în membrul al doilea din (1) şi identificind, obținem m = —a, b = —15. 2°. x, = 1, 
z, =a — 1. 3°, Y a € R42} 
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des. Se dă polinomul P(2) = t? +- r + m si se cere: 

|”. Să se determine m și apoi sá se rezolve ecuaţia P(a:) = 0 știind că 
Zi + qx + zi = 10. unde 2, >, sînt rădăcinile acestei ecuaţii. 

2”. Pentru m determinat la 1% să se rezolve inecuatia P(Jx — 2|) < 12, 

„3. Să se determine m astfel încît ecualia P(x) = 4x să aibă o rădăcină 
dublă. 


R. 1°. 2,2, fiind rădăcinile ecuatiei, putem serie: 


ara + m? = O, 
Lo + aa + m2; = 0, 
a+ + mă =0 
-5 y 1 ` ao y k > 
şi adunind pe coloane, rezultă S, + S, + mS, = 0, unde s-a netat S, =2x;. Tinind seama că 
Si = BEC şi că 
S: = (S,)? — 22x,7,, din aj = 10 rezultă m = 2. 
2%. Se fine seama cá 


. i xr — 2, pentru => 2 
lx 2 2| = ?, p 7 , 
2 — x, pentru x < 2 


si înlocuind, rezultă, inecuatiile 
(x — 2 + (x — 2) + 2 < 12, pentru x > 2 si 
(2 — 2) + (2 — x) + 2 < 12, pentru x < 12. 
cu soluția z € (0, 4). 


39. Ecuaļia a? — 3x + m = 0 are o rădăcină dublă pentru m = +2 (pentru m = 2, 1, = 
= x, = 1, iar pentru m = —2, x, = r, = —1). 


l es. Se dă polinomul cu coeficienți reali 
P(x) = a + az? + bx +c. 


1°. Sá se arate că nu există valori ale coeficienţilor a, b, c astfel ca P(x) 
să se dividá cu Q(x) = 2? — z. 
2°. În cazul cînd P(0) = P(1), să se determine a, b, c astfel ca P(x) sá 


O E a Xay 
admită rădăcina —(1 + i y3 ). În acest caz să se determine şi celelalte rădă- 
2 


cini ale polinomului P(x). 

3. În cazul cînd a = —2, sá se determine coeficienţii b si c astfel ca P(x) 
să admită o rădăcină triplă diferită de zero. 

4°. Pentru a = —2, b = 2, c = —1, să se determine valorile lui ze R, 


astfel ca e9 x 1. 


R. 1°. Sistemul format din ecuaţiile P(0) = 0, P(1) = 0 și P(—1) = 0 este incompatibil. 
2%. Din P(0) = P(1) rezultă a + b +1 =0; trebuie să avem 


Pla) = 0 (1) 


1 3 
unde qa = F (1 + i y3) este o rădăcină cubică complexă a lui (—1) şi finind seamă că a = 


= —Q, a = —1, din (1) rezultă a = —2, b=1, ¢ = —2. 


3% P"(x) = 12x(x — 1) şi luînd ca rădăcină triplă pe x = 1, din P(1)=0 si P(1)=0 
rezultă b = 2 și c = —1. 
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4% Din sF(? < 1 rezultă P(x) < 0, sau 
(x? — 1)x — 1) <0. 
( 90. Se dá un polinom P(x) = ax? + da? + cx + d avînd coeficienții a, b, e, d 
(în această ordine) în progresie geomelrică cu ratia q > 0. Se cere: 
1. Să se urate că ecuația P(x) = 0 are o singură rădăcină reală si că 
rădăcinile acestei «ecuaţii au acelasi modul. 
2%. Notínd cu x, Xp Y, rădăcinile ecuaţiei de la Y, să se arate că oricare 
ar fi numărul natural n, suma 
Sa = 4 + Y) + 23 3 
este reală. În ce caz S, > 07? 
$ - ; ; ; ERN i f1 
3", Pentru a = 1. să se determine rația q astfel încît ecuatia P(x) + B = 


2 


12:13 


= 12 să admită rădăcina ————— şi apoi sá se rezolve această ecualie. 
2 


R. 19. Tinind seama că b = «q, c = aq? şi d = aq?, rădăcinile ecuaţiei P(x) = U sint a, = 
= —d, Cas = qi, toale rădăcinile avind acelaşi modul q. 


2°. S, ="[(—19 + i” + (—i)"], observindu-se că S, € R gi dacă n = 4k, S, > C. 
30, Este necesar .ca ecuația 


(+ gl + qUe + (1400 + 92?) — 1207 = 


i -1 +3 o Elis a at 

să se anuleze pentru t= o, = ———————— ; punindu-se această condiţie (si tinind seamă că 
2 

O, + o: = —1, 0,0,=1, o? = 0», AN = 1) rezultă ecuaţia 24* — q — q4 — 1U = 0, cu 


q = 2 gi Yaa € C. 


91. 1%. Se dă polinomul P(2) = r? + arẹ? + br +c, cu a, b, c e R. Fie 
Ti, To Vy rădăcinile ecuuliei P(x) = O presupuse dictincte intre ele. Sá se 
arate că avem 
2 r? 2 

“i Me E AS 1 

P (x) P"(x,) P"(x,) 
P'(x) fiind derivata lui P(x). 

2”. Dacă Q(x) este un polinom de gradul întîi. sá se arate că 


7 Or) (Haz) AL 
P ix) P'(x,) PUx,) 


3”. Sá se determine rădăcinile y,, yo yz ale ecuaţiei P(y + a) = 0 (a este 
coeficientul lui z? din P(x)). ca funcţii de rădăcinile z,, 2, £, ale ecualiei 
P(x) = 0. 

Să se arate că dacă P(x) = 0 si P(y + a) = 0, a 4 0, admit două rădă- 
cini comune, atunci rădăcinile ecuației P(x) = O sînt în progresie geometrică. 

R. 19. Putem scrie: Pla) = (x — x, x—x, {x — Lg) şi P'(x) = (7 — VT — 0) + (1 — t.) 
(£ — 053) + (X — T,Mt — xı); observăm că P(x) = (1, — X(T, — x,) şi asemănător P (a) şi 
P'(z,). Rezultă că avem de calculat suman simetrică 


> zi e xilt: EEP TT, — Y) + ză(z — T) 
iTi — VAT — T4) (T, — T¿AT, — ¿ALS — X2) f 


a cărei valvare este 1. 
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2 Luám Q(x) = mr + n şi avem de calculat suma simelrică 


mx, + n a 
> — — a cărei valoare este O. 
(7, — Zr, — Ty) 


39. Se observă că yy = x, — u = 22, + T, + 2, (deoarece: —a = x, + £, p xa) si asz- 
mánátor Ys, Ya- 

Ca ecuația x? + ux? + bx + c = 0 să aibă rădăcinile în progresie geometrică, este ne- 
cesar ca Între coeficienţii acesteia sá existe relația cc — b! = 0, . (1), 
Punind condiția ca ecuaţiile P(x) = U şi P(x — a) = 0 să aibă un divizor de gradul al doilea, 
regăsim relația (1). 


d 92. Se dă polinomul 
Pla) = m(x — a? + na — bY + plx —c% cua, b, c constante date, reale 
sı diferite iar m, n, p trei parametri reali. Sá se arate că: 
1° Dacă polinomul P(x) este identic egal cu o constantă, atunci el este 
identic nul. 
2%, Dacă m, n, pe Rj, P(x) =0 are o singură rădăcină reală. 
3°. Dacă Pla) = P(b) = 0, atunci P(c) = 0. 


R. 1°. Din P(x) = k, rezultă sistemul 
m>+n>+p=0, am + bn 4+ cp =0, am + hn + ep = 0, (1) 


si pentru ca sistemul (1) så aibă soluţii nebanale (diferite de zero) este necesar ca 


1 1 1 
A; = ja b cl=0, (2) 
a: b? c 


Dar, A.= (a — b)(b — eX(c — a) si deci ecuația din (2) nu poate fi satisfăcută decît dacă 
= ð, sau b = c, sau c = a, ceea ce contrazice enunţul. i 
2°, P'(x) = 3lm(x — a) + n(x — b) + plx — c)], (3) 


A 


si cum m, n p € cd din (3) rezultă că P'(x) > 0 si deci P(x, = 0 nu are decit o singură ră- 
dáciná reai (conforin teoremei lui Rolle şi P(x) fiind de grad impar). 
3%. Din P(a) = n(a — b)’ + p(a — c) = 
P(b) = m(b — ay + p(b —c)2—0 


rezultă, prin scădere, că m(e — a)? + n(c — b) = U, ceea ce nu este altceva decit P(c) = 0. 
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Capitolul III 


Structuri algebrice 


1. Se definesc pe Z următoarele legi de compoziție internă: 


2Ty=2+2y+2ay+l, 


| xr] y= + y+2y+l. 
Să se rezolve sistemul de ecuații: 
zi Ty =G, 
E i 


R. Compunind elementele după legile definite. se obtine sistemul: 
20 + 2j + ry + 1=06, 
a+ y + 2wy lS 
cu soluțiile: (1, 1): (1, —1); (—1, 1); (—1, —1). 
2. Pe Z se uvlinesc următoarele legi de compozitie internă: 
axb =a+ b+ ab, 
a o b = a + b — ab. 


Să se arate că: 

a) iegile sînt comutative și asociative ; 
b) admit «acelaşi element neutru e; 
c) există inegalitatea pentru a #0. 


[a +=) fa +7] > (01D 0 (0-1) 


a a 


R. Legile sînt evident comutative şi asociative; ce = 0, iar inegalilatea este evidentă după 
compunere: elementelor. 2 


3. Pe K se defineşte legea: Ay = 2x + y. 
a) Legea este cumulativă ? Dar asociativă ? 
b) Fie u un număr real dat. Să se calculeze: 


lo = UÑA, d3 = MAR. U} = A E A Aa. 
Să se arale că a, = (2* — Da. 
R. Legea nu este comulativă si nici asociativă. Pentru punctul b) se calculează 0,, Qy 


Qa... Şi se deduce expresia lui ap, care se demonstrează prin inducţie cumpletă. 
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4. Se defineşte pe C legea: 
ZA? = 27 + 12425) (l! +i). 


2) Să se arate că această lege este o lege de compoziție internă, comuta- 
tivă si asociativă. 

b) Sá se determine elementul neutru al acestei legi. 

c) Să se arate că există un singur număr complex care nu admite sime- 
tric faţă de această lege. 


R. Compunind pe z = (44bi cu z = + bila, a’, b, be R) după legea dată, se ajunge 
tot la un număr complex A + Li (A, B € R). Elementul neutru este 1 — i, iar elementul care 
nu admite simetric este —i. 


5. Pe R se defineşte legea de compoziție internă T prin relaţia: 
x T y = axy + blx+ y) +c, a, b c ER, a#0, b0. 

a) Care este relația între a, b şi c pentru ca această lege să fie asociativă ? 

b) Relația obținută fiind presupusă satisfăcută, să se arate că această 


lege admite un element neutru e şi că orice număr real, cu excepţia unuia 
Singur, care se va preciza, admite un simetric. 


1— í 
R. b = ac +b; e= ; 


pentru x $% — —. 
a a 


6. Pe R este definită o lege de compoziție astfel : 


m—n 
m xn = mÆ. 
m+n 


a) Să se arate că oricare ar fi k e R — {0} avem: 


, 1 1 
k * (mn) = k *— *—. 
n m 


b) Să se rezolve ecuația: (k — x) * k = 12 + E + e). 


c) Să se simplifice expresia : 


Erz 1 
(P, + P) * (Pi — P.) unde P, =1 + r 
E —— 
Te — 
z 
, x -rti x — 1 y 
PS A A E E A A E 
xz l a aan E 
R. a) Lăcind compunerea elementelor in membrul drept se ajunge la membrul stîng y 
b) k(k* + 1) 
2k? + 1 


. 2 0 . Lă 
c) Obfinem — după compunere, iar în final avem ; 
“1 
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Y. Pe R este definită legea de compoziţie notată prin: 


Vía, y eh” ry 41 z[y= Ery 


| ry 


Să se arate că această lege determină pe R — {xy = 1! o structură de grup 
abelian. 

iR. Asociativitatea şi comutativilatea rezultă imediat, e = 0, x = —r. 
8. Notám cu £ mulţimea numerelor întregi impare şi fie a, b, c,... elementele 
acestei mullimi. Se defineste pe E operaţia: axb=a +04 1. 

Ce structură algebrică determină legea pe E? 

R. Legea este peste tot delinitá. Este asociativă și comutativá. e = —1, a” = —(a 42); 
Deci grup abelian. 


9. Pe Z se introduc operaţiile: A, T definite astfel: 
Ay = r+ y+’ 2Tpy=2x34+y- 5. 
a) Sá se arate că cele două operaţii determină pe Z x Z grupuri abeliene, 
b) Să se arate că cele două grupuri sînt izomorfe, izomorfismul fiind re- 
alizat de aplicaţia f(x) = —z. 


R. a) ea =-5 ep =5, dy = (2 + 10), f = 10 — z: 
b) Aplicația este bijectivă, iar (xây) = flx) T f(y). 


a . . n T b, . w 
14, Definim pe = —, al legea de compoziţie internă: 
2 
ZU = arc sin(sin x + sin y). 
a) Sá se arate că această lege determină pe această mulţime o structură 
de grup abelian. 
t) Să se arate că: 


x . +1 7 — 1 
Hz * y) +1] + y = arc sin k sin —— cos =] 


c) Să se calculeze: 
n n 
Š r 
2 | Y (1xY)” + Fr) 
w= IN CE | Ma 


11. Xotăm cu A mulţimea tripletelor de numere reale de forma (a. b. cœ) 
aj ce 0. Prin definitie clementele : 

(a; bi; cu) = (da; da; ca) dacă: a, = a» by = bo, c, = ca. în mulțimea A 
definim legea de compozilie internă: 


(003 i A at (Ca a Ca) = fas? a bat t bieri Cil): 
a) Să se arate că această lege determină pe A o structură de grup. 


b) Să se calculeze (1; 1; 1)”, n e N, înlelegind prin aceasta aplicarea 
legii de n ori. 


R. a) Legca este asociativă, dar nu este comutativá, e = (1; 0; 1). Elementul simetrie 


1 
este: —, — —, —. 
Ai asc, C] 
b) Se calculează din aproape în aproape, apoi se demonstrează prin inducție completă 
relația obținută. 
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ENR” . T R P . y 
12. Definim pe mulțimea (- —, z) legea de compoziție internă: 
2 2 
x T y = arc lg(tg x + tg y). 
Să se arate că această lege determină pe această mulțime o structură de 
grup comutativ. 


1 2 
13. Fie malricea A = 
01 


a) Sá se arate că orice matrice pătrată de ordinul doi pentru care avem 
A-AN = X-:4 este de forma 


a b 
x=| Laser 
a 


b) Sá se calculeze X”. 


c) Fie M mulţimea tuturor matricelor pătrate de ordinul doi determi- 
nate lu punctul a). Să se arate că M înzestrată cu acunaiea obișnuită formează 
grup comutativ. 


d) Fie M* mulţimea matricelor de forma 


e Pia sed) Astea 8 
0 a 


Să se arate că M* înzestrată cu operatia de înmulţire formează grup 
comutativ. 
e) Fie f: M > M* definită prin: 


| © y | o [e ye 
O z], O e 
Să se arate că f este un izomorfism între (M. +) si (M*, +). 


a b , 
R. a) Notind X -| | scriind A-A = X-A, tăcind inmulfirile şi punind condiţia de 
cd | 


a b 
egalitale a două matrice, rezultă: X -| | 
0 a 


E a” na !b , 
b) Calculind pe X?, X’, X4... deducem că X” = „care se demonstrează 
0 a” 
prin iudueție că este adevărată. 


c), d) Se verifică uşor axiomele grupului. 
14. Fic C, mulţimea numerelor complexe de modul 1. 

|. Să se demonstreze că în C, avem relația a + b — adb4+1=0 e a -P 
+ b+ ab — 1=0, (1), unde a, be C,. Sá se determine cuplele (a, b) care 


verificá ecuatia 


a+ b—ab+41=0. (2 
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29. Se consideră mulţimea Ci = C, — {+i} în care se defineste operativ- 
a+ b+ub- 1 f 


a+ b— ab + 1 
tatā prin * este o lege de compoziţie internă în €, si că (Cis) formează un 
grup comutaliv. 


nea x astfel a = b = şi se cere să se arate că operațiunea no- 


R. Notind prin a si b conjugatele numerelor complexe a si b, trebuie să avem relația. 


a+ b—ab+1=0<4 a+ b— abl = 0, (1%) 


— — 1 1 1 
dar cum sa = bb = 1 (prin enunţ), relația a doua din (1%) devine — + — — —=+1=0, 
u b ab 


(1) sau, eliminind numitorii, (11%) se transformă în a + b — ab + 1 = O0 şia + b+ ab — 1 = 
= VU, ceea ce demonstrează echivalenta relațiilor (1) din enunţ. 
Cuplele (a, b) care satisfac ecuația a + b — ab + 1 = 0 sînt soluţiile sistemului 


, cuplele (i, —i) şi —i, i) fiind singurele 


nd . 
a+ b+ab—1=0 ab = 1 b = Fi 


ia a+b=0 ie 
, Cu 


care verificá ecuatia (2). 


20. Fie a, b două elemente apartinind mulţimii Cji: avem: 


a+ b+ab-— 1 a+ ab 1 ao poo 1 a AA a 


ja x by = —— = 


a+bab+1 a+ baby do a+tb—aub+1 a+b+ab—l 
si deci laxL]= 1 și prin urmare ax be Ci. 


Pe de altă parte, nu putem avea axb= +i, căci ar trebui să avem (ax: b)24+1—=0, 
arflicá (a + b — ub — 1):+(a+ b— ab + 1)? =0, sau incă (a? + ib? + 1) = 0, exgalitole 
incompatibilă cu faptul că a si b aparțin mulţimii Ci (definită la pet. 2° din enunţ). Astfel fina, 
v;cruțiunea x este o lege internă în Ci: Această lege este comutativà. rámine sá demonstrám 
asoviativilatea, adică să arătăm că (ax b) xc = aux (bx cc), ceca ce se demonstrează fără di- 
ficultate. 

Existen ta elementului neutru : din a x e = a rezultă a + ée + ce — 1 = (a4 e ac + ha 
Sau ceea ce este echivalent cu (1 + atje = 1 + a, de unde e = 1, 

Ilemental simelrizabil : din axa' = 1 rezultă că trebuie să avem a +94 + ad — | = 


1 ME 
=(04+0-d4+1=1, sau aa =1>4 ===. 
pe E 


Y Š - $ Lă i . v ... 
In consecinţă, mulţimea Cj formează un grup comutativ faţă de legea de compoziție. 


15. Fie (R. +) grupul aditiv al numerelor reale şi (47. +) grupul multiplica liv 


al matricelor nesingulare de ordinul 3. Sá se cerceteze dacă aplicația 
| l t 2é4+1 
U: (R, +) => (Mo, *) definită prin: Uy =|0 1 Al esle un izomrr- 
0 0 1 


fism de grupuri. 
it. Aplicația este bijectivá, Urtu = Uli): 


1 aty CE 


Ust =|0 1 A(x + y) 
o 0 1 
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i$. 


lx 2x? +2xi [1 y  2y2+ 2y 
Uz) *U(y) — 10 1 4x Lu 1 åy = 
0 0 1 0 0 1 
1 x+ o 2+2y+4 dry + 20? 4 2x0 
== 1.0 1 4u = Ay 
0 0 1 
O 01 


a 
Pe multimea M = an == | b 
c 


a 


b 


introduce legea de compoziție x astfel : 


— 2$ se 


A» B= A-B<+ A +- b-+ E), E fiind matricea unitate de ordinul trei 


2) Este legea de compoziție peste tot definită ? 
1) Este asociativă ? Este comutativă ? 


cy Admite element neutru? 


d) Toate elementele sint simetrizabile ? 
e) Ce structură algebrică determină pe M? 


R. a) Este peste tct definită. 


b) Da. 
E. 0 0 
c) e = 0 -—1 0 
0 0 — 
a +2 
l 20 
d) A'-=| — 4 Să de 0 
(a + 2)? (a + 2) 
b: — «a + 9) b 2a +3 
(a + 2) (a + 2) a+ 2 _ 


e. Grup abelian. 


17. Pe mulţimea R x R definim legile de compozilie : 


(a, b) ® (a, b’) = (a+ a, b+ b’) 


(a, b) O (a, b)= (aa, ab + a'b). 


Să se arate că cele două legi determină pe R x R o structură de inel co- 


mutativ cu element unitate. 
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R. Prima lege determină pe R x R o structură de grup abelian eg = (0,0). (a, b) = 
= (- a, — b). 

A doua lege este peste tot definită, este asociativă si comulativă, y = (1, 0) pentru a # 0, 

Legea a doua este distributivá față de prima legc: 


(a, bO (4, b) D(a”, b) = a, b O, bela, yO (a, d)) 
(a, bO (a +a”, bD + 0b%)=(a4, ab + 4DO taa”, ab” + a’ b) 
(aa' + aa’, ab' + ub'' a'h + a'b) = (aa + aa”, ab a'b + ab” + a” b). 


utb 0 
0 ] 


poziţie internă T şi | definite astfel : 


18. Pe multimea M -| | a be R se consideră legile de com- 


Să 4, + a + 150, + Da) 0 
vM, Me M, M, | Ale = 


0 1 
4,4, + ibb, 0 
M, JE M, aa 0 1 


De asemenea. se consideră pe C legea de compozitie internă definită astfel 3 
VZ y» La LA = üla + ID ba. 


Să se demonstreze că: 

a) iripletele (M, T, 1) (C, +. A) sînt inele unitare. 
b) Inelele (M. T, 1). (C, +, A) sint izomorte, izomorfismul fiind rea- 
lizat de aplicaţia: 


1 


NOM) =a + bi, f: M >C. 


19. Pe RA se definesc următoarele legi de compoziție internă: 
0 
Va, y E K, £ *y = r Y, 


xry = e w, 


a) Să se arate că: (R, *) si (R,, A) sînt grupuri abeliene. 

b) Tripletul (R,, =. A) este corp comutativ. 

c) Se consideră mulțimea numerelor reale înzestrată cu operațiile de 
adunare şi înmultire. Sá se arate că: 
ih +, Y)>(R,, +, A) prin f(x) = e? este izomorfism., 
20. Se notează cu (Q, +, 0) mulțimea numerelor raţionale în care sînt defi- 


nite operaţiunile a x b = a + b — 1 şi ao b= u+ b— ab. Să se demon- 
streze că tripletul (Q, x, 0) este un corp. 


R. Se verifică ușor că operația „+“ este asociativă, comutativă, are element neutru pe e = 1 
şi element simetrizabil pe a = 2 — a; această mulțime formează un grup abelian. 


77 


Operația „o“ este asnciativă, are elemen! neutru pe e = 0 şi element simetric pe a = 


= (cu az1). Rámine de studiat distributivitatea vperaţiunii „o“ față de „+“. Ambele 


4d— 
operaţiuni fiind cemutative, este suficient de studiat doar distributivitatea la dreapta. Avem 
ac(bxc)=uo(b+cec— 1)= 2a + b + c — ab — ac — 1 şi (aob)+(a 0c) = (a+b — abj+ 
x(u + c — ac) = (a + b — ab) + (a + c — ac) — 1 = 20 4b +e ab- ah. 
Operațiunea este deci distrihutivă faţă de „+“ si în consecință mulțimea (Q, «, o) este un corp. 


21. În inelul Zg să se rezolve ecuaţia : 
A A A A 
4-1 A+ 3=3. 
A 
R. Adáugind la ambele părţi ale ecuaţiei 1 avem: 


> R> 


AA A A A A A A A A AA A 
4x +54 1=3 41> 4'r +0= 4 4r = 4> 


2 


g= 


22, În inelul Z,, să se rezolve sistemul: 


LN 


31+2y+ 2= 10, 


A 
N. Substituindu-l pe x din prima ecuație în celelalte două ecuaţii, obținem y 


A A PA SNA 
r= 6 +ily+iiz, 
A AA A A A SNA 
y+ 972=8, >y=8+10 z, 
MA SNA A 
te næ- 10 2= 4, 


care introdus in ecualiu-a treia conduce la: 


A 
æ 
de 


A A A 
0*z = 0 = z = arbilrar. 


PN A A INNA A 


Səluļii: (10 + z, 8 4- 10 z, 2). 


A 


A A 
23. În corpul Z, să se rezolve ecuaţia 3-14 = 5. 


A 
R. Adunåm m ambii membri 3. 


A A 
Înmulțim ambii membri cu 3™ = 5, 


AAA AA A A 
53 x=51= xx = 5. 
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24. În corpul Z; să se rezolve sistemul de ecuaţii: 


AA A AA A 
II+H+ YA 2 = 3, 
A A CA A A A 
r+ 2y +3z= 1, 
2-7 -+ 3y +z:=2 
R. Rezolvat prin substituție avem succesiv; 
A AA A A 
y = 3 +21 + dez, 
A AA AA AA AA A. 
rt + U3 + dez + 3a + Bers 1l, 
A A A A AA A 7 A A 
21 + 33 + 2:12 + 3234 2=2. 
A A A A A A A 
| y=3 +21 +3 z, t= f, 
A A A A A 
Sa 4*z=0, <& y = 0, n 
AA A A A 
3r=3, z=0, 


25. În inelul. claselor de resturi modulo 12 să se rezolve sistemul: 


A 


7, 


N> 
> 
+ 
W> 
cz N 
-|- 
> > 
N > 
ll 


31+4y+62= 5, 
AA AA AA LN 
4dxr+6y+ 2z72= 10. 
(Se observă că toli coeficienţii necunoscutelor sînt divizori ai lui zero.) 


A 


R. Sistemul se poate rezolva prin metoda reducerii. Ínmultind prima ecuaţie cu 3 si a 


A 
doua cu 2 obținem: 


AA A A A 
6x+8y=b6, a 
AA A S A 
A dunindu-le, avem : 5 y = 3, înmulțită cu 5! dá: 
Í A A 
y = 3 etc 


Observalie : recomandăm să se verifice care din tripletele obținute sînt solutii. 


26. În corpul claselor de resturi modulo 7 să se rezolve sistemul: 


îz+3y+âz=5, 
11+5y+32=4 
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A 
R. Adunind 4 y+ 


A 
Z 

A r AA 
obținem r= 62y +5z. 


Substituind în celelalte ecuații, avem: 
A AA A 
Yy+6z=5, 
A A A A ra 
6y+22= 
Adunind membru cu membru, avem: 
A A A A A A A A A A 
0y +1 z=6= z= 6. În final: (2, 4, 6) 


A A | A 
3 z într-o parte si în alta la prima ecuaţie, apoi inmulfind cu 2”! 


4 


J 


Partea a doua 


Analiză matematică 


Capitolul IV 
Şiruri — limite de şiruri 


1. Să se arate că șirurile: 


2n — 1 a? — 1 (—11+1 n +1 
a ha > > Wa EN (— 1)” AA 
n +1 PMA 2 3n + 1 
sînt mărginite, a > 0 sin e N*, i 
R. Şirul u, cu u, = — este crescător deoarece u, < 4,41. Calculind cîțiva termeni ai si- 
2 
199 4 YYY ly 99% ze a , 
rului, de exemplu: Uir = — ..., Uy = y Ur = ———— , se observă că aceștia se 
101 2 501 10 001 


apiopie de 2 cind n creste. 
Se poate serie deci: n, < 2. 
În consecinţă, şirul respecliv este miúrginil superior de 2. 


Sirul v, este constant cind a= 1. Pentru cet, 1) şirul este descrescător, primul 


a y E nada 2 l a— ] 
termen find ; se observă insă că r, = 1 — ———-- >—l, decin, € | —1, 
a +1 a, + 1 aj! 
E Es as : A . P E ; a— 1 
șirul fiind márginit superior de 0. Cind a € (1, co), şirul este mărginit inferior de Sa 
a+ l 


iar superior de 1. 


dea e 10 : 
sirul w, este mărginit inferior de — —-, iar superior de ----, observindu-se căi 
2 7 
1 10 i n+l ME 
Gi = — —, WU, = —, Wa — Waa = (—1) l + DAR => 
2 7 $ în + 1 3n +4 


_ Wa = Pup < 0, pentru n = impar 


2. Să se arste că sirurile 


1 1 1 A 
ty = — + —— t.. + şi 
n + 1 n+2 2n 
1 l l 
Un = T + + . e o +- AS 
| *2 2*3 n(n + 1) 
sînt monolone si mărginite. 
© — Culegere de probleme de matematică — cd. 1 
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1 
2n + 1 


N Avem 4,41 — Un, = >0 si deci 4,41 >, pentru orice n € N, şirul fiind 


1 1 l 
yi ENE < 1, şirul este 


n+ il n+1 n+1 n +1 


monoton. Apoi observăm că u, < 
mărginit fiind deci si convergent. 


Pentru v, avem de asemenea 0,4, < Vna, apoi se tine seama că o, =1- —— 


l 
aceasta rezultind din ——— = — — 


n(u + 1) n a + 1 


3. Sá se arate că sirurile 


a n! 

a (1+190 +2)... (1 + n 
1 1 1 | 

Va = — — ai rată Elea ala 
n a US E E na 
1 1 1 l 
W, =— + —=+ +t... + 
ý 1! E 2l 3! n! 


sint convergente. 


Unti n+1 
Un 1 + (n + 1)? 


cinlá şirul este monoton si mărginit. 


-R. Pentru u, se observă că < 1, pentru orice n € N si în conse- 


Pentr beni. d = e - sirul este deci r 
entru 0, se observă că D, 4, > Va, deoarece 0,41 — Vr = ——— ; şirul este deci mono 
(n + 1) 


1 1 


Ao 


1 a 
< — = 
n? n(n— 1) n-l 


ton Pentru a arăta că este si mărginit se pleacă de la inegalitatea 


n Ži kk- 4 


1 1 1 1 1 1 PERE 1 S, 
v, <1 + |{— - — | + {— —- —] +...+ =p sau încă v, < 2 — —, adică 
1 2 2 . 3 n—1 n n 


V, < 2. Sirul fiind monoton şi mărginit este convergent. 


n n 
l i ; 1 1 1 
— —, observindu-se că avem: 0,< 1 + — = 1 +4 y — — — | sau: 


mo an e 1 S , 
Pentru w, se observă că W, ı — W, = ——— >0 şi deci şirul este monoton. Cum 


(n + 1). 
însă avem inegalitatea evidentă 
l 1 La sa | 1 1 
— < ——— , rezultă că w, < 1 + — +— —... + A (1) 
n! e PAI, 2 2? Dia 


sau încă w, < 2 (2 fiind suma progresiei geometrice din (1)). În consecinţă, şirul fiind 1.vito- 
ton si márginit este convergent. 


4. Să se studieze natura sirurilor 


2n? + n n +1 
Un = ——, z=: —. 
ni +1 2n? + n 


N. Pentru u,: din studiul semnului expresiei (4, /, — Up) se deduce că U, < l; < U, < U, 
după care U, > U; > Uy > U,, U, = U, si în fine u, > ue, >... > Un, pentru v, se va cbsera 
Că 0, > V, > Vy > V >0U5, apol Vy < Va L V L.. < 0D, şi că V, = v, Ambele şiruri sint 
mărginite și convergente, 
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5. Să se studieze sirurile 


n—2 n=— 1 n? — An + 4 


== D == WwW, = 3 


n: +1 O Y É n: + n + 


n 


trágindu-se concluziile corespunzătoare asupra monotoniei etc. 


R. Pentru u, se va observa că: U, < U, < U; < U, şi Că U, > Us > Ue >... > Up}; pen- 
tru v, se va observa că: D, < V, = V, și că V, > V, >... > Va; pentru W,:W, > Wa > Wy 
Wwy = W, ŞI CĂ Va < Ws L Wg.. < Wa 


— n 


Goo 2n Tip 
6. Să se demonstreze că șirul a, = are limita 2. 


n: +1 
j i 


R. Trebuie să arătăm că pentru orice e > 0 există un număr natural N(e), astfel încit 
să aibă loc inegalitatea ja, — 2] < e pentru orice n > N(e). Într-adevăr, avem 


2 : 
<e, sau încă 
n: + 1 


n?e — n +s—2>0 de unde rezultă că 


1 1 + 4e(2— o 
n> E dE O (1) sau n > N(e) unde s-a notat cu N(e) membrul al doilca 


1 Ea 
din (1). De exemplu, dacă luăm e = — rezultă N(e) = El50(1 + y 1,08) |» si deci n>100.. 
100 A 


(Se înțelege că în (1) trebuie pusă condiția 1 + 4e(2 — e) > 0.) 
5 ; F ea 2n: — 1 . S 5 i 
7. Se consideră şirul a, = CETE SII Şi se cere să se demonstreze că arr li- 
n + 


mita 2 si apoi sá se determine rangurile începînd de la care toți termenii 


Sie cra a : : 3 
şirulu diferă de 2 cu mai puțin de T 


3 3 
R. Din ja, — 2| < e, rezultă n >|/Ż — 1 și notind N(e) = E (E =] rezultă că 
€ € 


€ 
astfel că pentru orice n > N(e) inegalitatea Ja, — 2 < e este satisfácutá. Luînd e = 


3 
pentru orice e > 0 (e oricît de mic si în orice caz < 2) îi corespunde un N(e) =E ma — | ) À 


3 1 
= — , rezultă N (a) = 10. Astiel fiind, începînd de la termenul de rangul 11 (inclusiv),. 
101 t01 


E SEE f Ă 3 
toţi termenii ce urmează în sir diferă de 2 cu mai puțin de —. 
10 
8. Să se arate că şirul 


a a a 
U, = COS A COS — COS — ... COS — 
2 2: 


On 


este monoton şi mărginit şi să se calculeze limita pentru n > oo. 


* Unde £(a) reprezintă cel mai mare număr natural cuprins în g. 
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taga | 


R Se observă că : =| cos < 1 deci șirul este monoton și mărginit, 
| 


n OU+1 
n + 


Apoi, se fine seama de urmátuarele relaţii: 


sin — 
sin2 a a sin a a Du 
cos a = ——, 005 == po roy COS — = ———, 
2 sin a 2 > d A 
2 sin — 2 sin — 
2 a 
; sin 2 a sin 2a h E 
avind deci u, = — şi cînd n— œ lim u, = ————, finind seama că 
Dn: sin — a “a 
9n 
„a 
sin — 
a n 
lim 2” sin -— = lim = 0. 
Il—> ¿o 2” n>o Í : a 
a 2” 
5% 3 5 . Vn + 1 g . . 
9. Sá se demonstreze că șirul cu termenul general u, = ——— are limita 1. 
Vn + 1 


R. Este necesar să fie satisfăcută inegalitatea |u, — 1| <e S Vn + 1 — Yn +1 < 
<E ¿Vn+1, sau incă Van +1 E + 1(< + 1), (1). Ridicind la pătrat în (1) şi efectuind 


Ef +42 /1-é 


calcule obtinem NM ) = 


, 


). unde s-a notat e =(e?428)*, 1— e >0, 


E 
a Li 19 w pe Lă . . 
Luind, de exemplu, e' = —, rezultă că N(e') = 19 şi prin urmare, pentru n > 19 
100 
avem indeplinitá inegaliiatea ju, — 1| < e, unde (e? + 2e} = —. 
E n: + 1-+n 
10. Să se demonstreze că limita șirului a, = Pta este egală cu 1. 
R. Trebuie să arătăm că Ja, — 1|< z, pentru orice e > 0; înlocuind ubţinem 


Va? +1 — (n +1) < e(2n + 1), 


sau încă (n+1)+ (2n + 1l)3 > Vre + 1, ceea ce este adevărat pentru Vn € N si e >Q, 


observind că (n + 1) > Vn? +]. 


1°35... (2n— 1) 


11. Să se demonstreze că șirul cu termenul general u, = 
3” n 


are limită şi apoi să se calculeze această limită. 


Unt Va 2n + 1 
Un 3(n + 1 


R. Sirul este monoton, deoarece <1 şi este mărginit deoarece 0<u,<1 y 
“limita este zero. 


y 12. Să se calculeze limita sirului 


_11+21+...+nl 
O aaa ate 


(2n)! 
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R. Se pleacă de la inegalitáfile evidente 
1! <n!, 2!1<n!,... — 1)! < n! adevărate pentru orice n > 1; 


astie! fiind rezultă că 


nen! n*1*2...n n 
O < U, O q AAA 2 
(2n)! 1.2...nui+i(n + 2)...2n  (n4+l)(n+4+2)...(2n) 
Dar, lim ati ae A şi prin urmare şi lim u, = 0. 
=. (n+ tin +2). . „(n n-»00 


& 13- Să se calculeze limitele sirurilor 
¿Uy = nar cu lal L A; 


3 |” de ma de 
4 Dp = N =] + n7 sin —e 
d 3” 
1 2 
R. Deoarece jaj < 1, putem lua jaj] = —— , k> 0 şi la”] = < — 
1 +k G+ n(n— nx 
%) *) 
Astfel fiind, u, = nja] < ——=—— şi dacă se ia un e>0, rezultă că avem —— < e 
(n — 1)k: (n — Mk 


2 


kg k'e 
avem n|a" | < e, concluzia fiind că lim na” = 0. 


n= wW 


2 
pentru n > — +1. În concluzie există un N(<) = el + ] , astfel încît pentru 1n>A(e) 


E, ana 3 În pen 3 
Pentru v,, se ține seama că lim n (> = 0. Se deduce fără nici o dificullate că 
n= 4 


r r ; , f : l 
0< sin -- < —, pentru Vn € N şi prin urmare avem și dubla inegalitate 
Eo 37” 


R PO de 2 Te Fi TEE Te Z v ; 
0 < ai sin — <n?” — ; cum insă lim n*e — = U, rezultă că lim v, = 0. 
3” 3” = 3" n= 00 


14. Să se calculeze limitele sirurilor: 


1 1 1 
= — =— nj na = | 
U, = ale gen i) y, = n? la +a ”— 2). IV, = ly — Val 


] i 
; , o MENN o å n ; „RFI n+) 
R. Se tine seama că lim u, = Ina gi că v, = uz a ; apoi w, = n’a a 1 
n—> 90 
limita fiind ln a. 


fi. Să se calculeze limita şirurilor 


= (A cu a, b > O, p, ERRE Yan)", 


in 


Un 


cu & > Q şi k= 1, 2,...,m. 
R. Sc poate scrie: t 


o. e i 
U, = [ + | an + bn — 2] 4 apoi 
2. 2 A ed 
n [roca] nara) 


lulndu-se îi considerare rezultatele de la ex. 14 limita este ab, 


m E — 


85 


Pie. Să se calculeze limilele sirurilor 


2 Ro. 
u, = n“ ln cos —si 0, =n ln 
n 


R. Se observă că se poate scrie 


T tr , 
U,= Im | | -- [1 COS al ; limita este — 


n 3 


D,=n¿ 1 — tel — ta pa 
4 4 


17. Sá se“ calculeze limita sirului 


Ve + Da + 2)...(a + n) 
Un = A / A 


n! 


R. Notăm cu p, = 
nl 


2 nj” pc d è x 
= lim Vor. Limita lui u, este 1. 
N=>o0 


Sá se calculeze limitele sirurilor : 


u 


n) 


(a + Da + 2)... (a + 


tg = + =) pentru n > o. 
: n 


* De asemenea, se poate scrie: 


n 
1 , limita fiind 27. 
n 


» pentru n —= oo. 


soda gi aa Sub 
si ținem seama că lim 2% = 


n-o Up 


n n n 
19. U = —-— peniru n > œ: 
` ln n 
n 
, P nmn, Ă v CEN 
R. Pentru ușurință se notează v, = și cum lim -22 = 1, rezultă că lim u, = l. 
paa? 40 D, n=>00 
n ` 1 ln p 
19. U, = [1+7] „cun>2. 
l n 
£ in n 
E 2 1 Pl pa 
R. Avem lim u, = lim £ + — n Le 
n=00 K n 
20. Să se calculeze limita șirului 
. aQ . 3a . (2n — 1)a 
Un = sin — + sin — +... r y ea ac a, (1) 
cu a 20, pentru n= o. 
sin: — 
a : n a 
R. Suma din membru al doilea din (1) este S, = ——— (ceca ce se poate arăta, aso- 
sin — 
n* 
a 2n — 1)a 
ciind lui u,, sirul v, = cos — +... + COS (Ele şi calculind apoi suma S, = D, + [Uy 
n: ni 


folosindu-se formula lui Wr ivre). 


Astfel fiind, lim a, = lim S, =a. 
U>V 1t— 90 
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Aa. Să se calculeze limita sirului cu termenul general 


R. Se tine seamă de egalitatea 


1 
arc tg — =arc tg —arc lg in care fácind succesiv k= 1, 2,...,(n +1) şi 


Dl: k+1 


apoi adurind pe coloane, rezultă 


şi deci lim a, = 


a, =arc tg 
n+ 2 Nice 


aa 


23. Sá se calculeze limita siruluj cu termenul general 


k=n+1 da 


b, = = d arctg 24% |. 
NT, 


k=1 


R. Se fine seamă de egalitatea: 


T i 
arc tg 2e = E oare ts , în care făcind succesiv pe k = 1, 2,...,(n + 1) şi adunind 


pe coioane obţinem 


k=n+1 n4 1. 
1 
> arc tg 2k? = (n Ps X arc tg —, (1) 
2 2k? 
k=1 k=1 


; i z n 
Lutnd în considerare exercițiul anterior şi (1), rezultă că b, = (au + He — al = 
l nT 2 


aa [ + f Y 20, JE (2) 
n nT 


1 2a, | 
Dar lim aaa = 0, astfel incit, trecînd la limită în (2), avem lim b, = 


noo! n nT n-—>00 


lim (== A a 
k=00 T T 4 2, 
= e = e = e 


23. Să se calculeze limita şirului 


n 
lx 1 
ua => ===» pentru n > o; 
n cea Jar 


R. Se picacă de la dubla inegalitate evidentá v 
1 1 1 
< -———— < - -n 


V n: +n y Vr +k Va 
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în care făcînd k = 1, 2,...,n, aceasta devine 


1 
n — (1) 
il o Y +k ` Wy 


1 cra tds 1 
si cum lim — = 1, rezultă că lim —— = 1, precum şi lim ———— = 1; 
n= Vn n=>w X nè n>w V n: +n 
Astfel fiind, din (1) rezultă că lim u, = 1. 


Sá se calculeze limitele sirurilor : 


n 


24. [| ( — =), pentru n > o. 


k=2 


R. Se observá cá putem scrie: 
de y 
He paa (k — LED ES) [E 2)n | [= e i 
22 32 (n — 1) n? 


«=2 
__1 (3 2/4 3 n n—1) n41 1 n4+1 
alo 3)Jl3 4] \n—1 n n 2 n 


1 
si cînd n — æ limita este — e 


a — 
(23. ! 5, pentru n > o. 
+ 1 


R. Se tine seama de identitățile: ks — 1 = (k — 1Xk? + k + 1) si k? + 1 = (k + ik — 


$) 
— k + 1), apoi se procedează ca la exercițiul anterior, limita fiind —. 
. 3 


g 
Laa 


er k + k — 
26. B ecc pentru n > o. 
kk + 1) 
k=2 


1 
R. Se observă că avem: A? + k — 2 = (k — 1)X(k + 2); limita eE 7 


~ 


27. Să se calculeze limita șirului 


Ela) + E(2%a) +... + Eva) 


Un = 
ni 


pentru n > œ, (unde s-a notat prin E(a) cel mai mare număr natural cuprins 


în numărul real a). ) 
, 
R. Se ştie că pentru Yn € N si Va e R au loc inegalitátilo : 


nía — 1 < E(n:0) < na (1) 


gi ficind in (1) succesiv n = 1, 2,..., ohfinem 1 
n= 1: a- 1<HE(0 <a 


n = 2: 2ta — 1 < E(2%a) < 2a?a 


n = n: n*a — 1 < E(n?a) < na 


şt adunind pe coloane obținem: 


all: 4 2 RR EN MS Bia + Ela) + ... + Elna) s a(12 + 22 +... + n2. (2) 
hi 


z IÓ i i nn + L)(2n + 1) 
Acum în (2) impárfim la n? şi înlocuin: ) N cù Åm 


6 


şi apoi trecem la 


n=] 
limită, rezullind 
, IO+ EQ +... + E(n*a) a 
LN ze 
n= 00 n? 2 
La acelaşi rezultat se ajunge dacă se aplică teorema lui Sfolz*. Notám cu (a, ) şirul de la 
numărâtor si (B,) şirul de la numitor. avem: 


im Anat ai As AO AUG) SE EA 
it— 00 Suti E Ba => ' (n + 1) — n* | 
E 1) 
= lim E PES și deci lim u, = Ean 
n>0o $9 + 3n +1 3 3 
28. Sá se calculeze limita șirului . 
u = E0 + Eta) +... + ElQn — Dal 
CS 


n? 
pentru n => œ. 
R. Se poate aplica teoreina lui Sfolz sau prima metodă arătată la exercițiul precedent y 
în cazul aplicării teoremei lui Stolz avem: 
fi Qn + 1)30 


tim 
n=oo (N + li — n 


4 în i 
=—a şi limu, =— a. 
3 


TS 


22. Sá se calculeze limita siruluil 


ETE A E 


Un = nn + 1X2n + 1) 


* Fie (a1)„g, un sir arbitrar şi (9,),6, un sir divergent. Dacă: 
1°. (ba), e, este strict monoton. 


; , Op U, 
29. există lim =H—— = A, 


N— On bati > b, 


tease d a Ls a 3 ; 
atunci există lim —> şi lim — = A.— Teorema iui Stolz. 
aaa by no Bu 


N. Notínd cu a, şirul de la numărător si b, șirul de la numitor, pentru limita lui u, se 
poate aplica teorema lui Sfolz 


n+1 
pez 1 y 1 1 
im SaS a E E a == 
11— 00 ha => b, = 00 6(n + 1) 6 


nal 1 
deoarece lim n + t= 1 | ṣi deci lim a, =—. 
n= 6 


30. Să se calculeze limitele sirurilor : 


1 1 
Un = —=» va, = — Vin n. 
nl n 


Y . A a. . . . . 1 nim i a w . 
R. Pentru u,, se calculează mai întîi limita șirului up = yn |, observind că putem scrie 


nn! , 
În u, = —— şi aplicind acum teorema lui Stolz. avem i 
n 
na + 1)! — Inn! y 
lim AE = lim n(n + 1)=0; 
n— 00 (n + l)—n n= 00 
: , PRE 1 
prin urmare, lim u, = co si lima, = — = 0. 
n= 00 N= 00 


l hd v n n 3 . . n y v w 
Pentru v, se observă că Inn < n şi cum lim Vn = 1, rezultă ca 


oo 


TOE.. PORR.. NE | 
lim - In n slim — = 0; cu precizarea că — In n >U, pentru orice n > 2 
n=>oc N n-o N n 


1 el 
si lim — Inn = U. 
n 


31. Să se calculeze limitele sirurilor : 


1 E LAB aus ILIE SCRI 
n|e+d V2 +d n + d]. 


77 
n n 


a 
R. Pentru primul sir, se aplică teorema lui Stolz, limita fiind egală cu — ; pentru cel 


pentru n > o. 


c 
de-al doilea şir punem a, = n” şi avem: 
v. = 1 Ani | Oai | , 
n = ae — | —— — —— | ? 
n a, Aati a, 
e. Any i Lar Ta 
dar lim —— = lim [| 1+ — = e și prin urmare 
u—co (A, n—= 00 n 
A . 1 Antz Anti 
lim v, = e lim > |7 - 75]. (1) 
=> 00 noa N (â+) a, 
0 


- 4 
În (1) luăm 7E = w, 
a 


și w= N şi obtinem! 
n 


3 [ay = 19 
lim v, = e lim Fes = e. 


n= 00 noo Wyp — Pa 


32. Să se calculeze limitele şirurilor: 


u, = (n 2) + (n 2 >... + (n n)? Ss 


n 

1 1 1 1 

a ft et ppt ta) 
1 


w = hot) 


1 
In 2 ln 3 In n 
pentru n > o. 


R. Se aplică teorema lui Sto!z, limitele respective fiind: oc sau 0, după cum a < 1 sau 
a>1:0:;0. 


33. Să se calculeze limita șirului 


1 op SP. ran — 1P 


u =  — _-—_— --_ mm e 
ás pa 
a 9D 
R. Se aplică teorema lui Stolz ; limita este— —.. 
p+i 


, (94 Să se calculeze iimitele sirurilor 


dùn n a 
Un = Da = —. Up = —, pentru n> œ. 
n ti” n! 
R. Peatru u,, se aplică teorema lui Solz: 
imn 1) — Inn n 1 
lim tu a eri = lim In + = 0 si deci lim u, = 0. 
=> 00 (n + 1) — nN n= 00 a 
A A CEEE n 
Din aceasta rezultă imediat că si lim — = 00. 
t»œ Inn 


Pentru 0,, mai intii logaritmăâm şi avem 


in n 
ino, = nn — n ma = nf — — ma 
n 


: : i lu n 
şi acum lim 0, = limn — Ina 
1100 n >00 n 


_ | —00, penlru o< 1 
+o0, pentru «€ (0, 1) 


și prin urmare lim v, = 0, pentru a > 1 și œ pentru « € (0, 1). 
¡=> 00 
Asemănător se poate calcula si 


lim _ | +00, pentru a >1 
0, pentru a< 1. 


Pentru W,, se poale aplica teorema lui Soliz; avem 


a — a" La a“(a — 1) i no. a —1 
lim ————— = lim —————= lim — lim 
n=o0o (N+ D!-m liso nen! n=>co ll u=oo U 
apoi se tie scama de rezultateie anterivare. ; 


Capitolul V 


Limite de functii, continuitetea funcțiilur 


1. Să se calculeze limitele functiilor 


x [x + 55 
Na) = E +2 i Ea EN pentru t > 2 
Vir 2 + Var + 5r +23—09 , 
305 — 10 113 + Vaz — iôr + li — 6 
V3z t T Y 5a w + „pentru z > 3. 


și g(x) = > 
Y 27x2— 65 + V/8a2— 25r + 4-3 


0 
R. Ambele limite prezintă nedeterminári de forma —. 
0 


Pentru f(x) se observă că puten: serie: 


(rty 2 (Va +5): — 


E A EROS E, ca 


Vo+ 4+2 Vx +5 +3 
ive ant n ANEI ata i i RE 
Ú 3v — 2) — 2 + (Vda: + 5x + 23)” — 7? 
V3x— 2 +2 Vaz: + 5r +23 +7 


11 
se simplifică cu (x — 2) si se obline—. Pentru g(x) se procedează 


PAL | 


Se efectuează calculele, 


similar, observind că numitorul se poate scrie sub forma 


(1/27x — 65 — 05 — 4/2:) + (V82 — Fr 4 — 31); 
limita este EA A 
81 


2. Să se calculeze limitele functiilor: 


e _ 
f(x) = + EN |+ — pe cu ze Rẹ. cînd zt >O, 


ANRE wt. MENE Va cind 2 > 0 
Vo vaa Ya 


și g(x) = 


e l . 00 . 
R Cazuri de nedeterminare de ferma œ — œ și —. Pentru f(x) se înmulțește si se 
A i 


1 — 
imparte cu conjugata, limita fiind —; pentru glx) se simplifică cu (z, limita fiind 
2 


Vn+1 -1 


42 


3. Să se găsească limita funcţiei 


o) = VE F aE F a)... (Œ F ta) — T 
pentru 1— o. 


i Caz de nedeterminare 00 — 00; se înmulțește si se imparte cu conjugata, limita 


fiind 
di 
1 
— Aie 
n a 
i=1 


la, Sá se determine limita functiei 


3 NIETO. A 
fa) = Yar? -+ r? -p bx -+ e — (bx + c) 
cînd z = œ, a b. e. fiind parametri reali şi pozilivi. 
R Cind x — œ, avem o nedeterminare de forma co — oo; dar f(x) se poate scrie sub 
forma : l 


(a — bx + (1 — 3b*c)x* + (b — 3bc)z + e — e 
UT) e TT —— 


rezuliînd următoarele : 
— dacă uz b?, limita este +00 dacă a > b! şi — œ dacă o < b5, 
] — 3bz. 


— dacă a = b* si 1 — 3bic Æ U, limita este ——— y 
3b? 


| 1 
— dacă a = b* și = —, limita este 0. 
3b: 


5. Să se determine constantele a > 0 si b > 0, astfel încît limita functiei 
po) = Va FO FIDE FI VAT 
pentru z — 00, să lie egală cu 2. 
R. Limita prezintă o nedeterminare de forma œo — oo ; se iumulţește si se Imparte cu: 


conjugata lui fía): se obline a = b = 10° 
R 


6. Sá se determine a astfel încît functia 


fo = Vasa” +aó+1+ Vio — da + r+ | 


să aibă o limită finită cind > œ (m impar şi > 2). A) 


) 


R.x=l. 
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Să se calculeze limitele funcţiilor 


f) = ri E g(x) = an h(x) =Í | 


T x — a+b 
pentru Tr = œ. 


7. 


R Cazuri de nedetermivare de forma 1%; se nbservă că 
ql 


£—u T—u 
ERE i EN 20 limita fiind «2%. 
xvr — al 


dou luncţii, limitele fiind eft” 


putem scrie: 


Mao = 


Analog se poate proceda si pent:u celelalte 
si respectiv 22, 


” 


b 
a + — 
T 


fa pe) [O = 


pentru z > 1. 
a+b 


R. Cazuri de nedeterminare de forma 1%. Pentru f(x), notăm - 


= z și cind z > 1, 


x— 1 
b 
b 1 A+ bo 
z—o0 ; astfel fiind, putem serie: lim f(x) =lim f(2) = lim í + s >) = € a 
2>1 Z>00 Z= a+ b z 
b 
Pentru elx) proredám analog, limita fiind e Aag A 
(9. Să se calculeze limita funcției 
m0 SN 
77 Sul T 
f(x) =lo E + 2) , penlru z =Q. 
Í ; 
R. Nedeterminare de torma 1%; putem scrie însă: 
tg r 
1 1-tg asi T (1—tg x) 
T sin x toa lg x 
fa) = | 1 +ts ola = 1423) 
4 1 — tgr 
limita fiind e. 


10. Să se calculeze limita funcţiei 


1 


f(x) = (cos x — 2 sin 2) * , peniru t > 0. 


N Limita se prezinlá sub forma nedeterminată 1% : pulem scrie însă; 


1 
f(x) = [1 — (1 — cos x + 2 sin x)| * = 


limita fiind e”?, 
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|? Să se calculeze limita funcţiei f(x) = rs %. cind x => 0j. 
si Nedeterminare de forma 0%; se logaritmeazá, nbservind că: 


niare sin x 


“(z Ìn x), (1) 


T 


și cînd t > 0, limita din (1) este O si deci limita lui f(x) este 1. 


12. Sá se calculeze limita functiei 
1 


fía) = (x + 1) "cuz e Ri. cind t > 00; 


R. Nedelerminare pe forma œ°; se observă însă că putem scrie: 


1 
nf + — ) 
in (+1) x£ 


1 
In x mgr EF In a 


(1 + 1) = € = e şi, trecînd la limită, se obţine e. 
13. Sá se calculeze limitele funcțiilor 


1 1 


—— — 


ro e g(x) = (cos 2) ¡e h(x) = (cos ES să 


pentru x — 0. 


| 


t Limitele prezintă nedeterminári de forma œ0° şi respectiv 1%. Pentru f(x) se logaritmeazá 


Și avem; 


| 2 — cosz 
in ——_—_—— 
l — vos í 3 
In f(x) = (1 + cos 2)(2 — cos x) = r (-) 
2 — osa 
Î — cosa 
E 2 — cosa Ep Aa d i E la i abia! catia 
si eum lim ——— = +00, rezultă că limita din (1; este O si in consecință limita lui f(x) 
: | — cos 1 
e5190 
Pentru g), se logaritmeazá, observind că putem scrie 
REE ro 
sin — cosr Iin f — 2 sin: =] 
2 2 
In glx) =, (2) 
x£ a X 
cos — — 2 sin: — 
> 


Li 


limita din (2) pentru x — 0 fiind O si deci limita lui g(x) este 1. Pentru /qx) se poate pune: 


| 
cos y xr = 1 — z, limita este e a 


14. Să se calculeze limita funcției 


1 1 


f(x) l e — za), cînd t > co: 
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R. Limita prezintă o nedeterminare de forma co x 0: dar putem scrie? 


= 


l A 
o RI eX? + 1 =] x’ (1) 
1 ax + 1) i 
xa + 1) 
9 


observindu-se acum că limita este +00, primii doi factori din (1) avind limita 1. 


15. Să se calcuieze limitele funcţiilor 


1 
fía) =(1 + tg va”. g(x) = | ma) , 


cos x + sin 11018 2 
h(x) = | ————— „pentru r —> 0. 
cos r — sinr 


R. Cazuri de nedeterminare de forma 1%. Se va observa insă că putem scrie! 


| Z i 
f(x) = K + tg Vz) , limita fiind Ve; 


£ 
cos x A Da 
glx) =]|1 + — 1 „limita fiindye?; 
cos 2x i 
2 cig r 
Ma = | 1 + —— , limita fiind e?, 
cos T — sin T 
sin 1 
16. Să se calculeze limitele functiilor . 
m 7i 
cos x — |cos x 
Fa = MO. pentru x > 0, 
sin? x 
In*(1 x) — In? x | 
ia ea POZE pentru £t > 00. 


In r 


R. Pentru f(x): se aduce la acelaşi indice şi apoi se inmulleste şi imparte cu conjugata 


numărătorului, limita fiind i ie ; 7 
2mn 
poi, h(x) = |1 Ta A erin aa 
In x T 


şi cum lim x ln 


z= g T=00 


l+zx A 17 SEEI i 
= lim In ( +=—]| =1, rezultă că limita lui A(x) este egală cu 2, 
z 
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(17. Să se caiculeze limitele funcţiilor 


Na) = E (sin a + sin 27 +... + sin nu), 
r 


Poi : 
g(x) = — (sin? r + sin? 2x +... + sin? nz) 
4 a 


i j 3 : i POES A 
şi h(2) = — (sinf x + sint 22 +... + sin" na), 
E l 


A 


pentru r —> 0. 


sin nz 


R. >e ţine seama că lim 


= n, limitele respective fiind: 
z—0 T 


n Ts 
y n. y ne, y në. 
1 1 ] 
18. Sá se calculeze limita funcţiei 


a: (1 — sina) (1 — sin? x) ... (1 — sin” x) 
fla) =, 


cos*” 1 
pentru r>“, 
2 
: _ 1 — sin a 1 1 ner , ni 
R. Se line seama că lim ——— = lim = — şi limita lui f(x) este—a 
23 cos? Y ro | + sin z 2 2 


AAA Z >, e AT 
de dimos en) 


qyz 
cu n > 2: să se calculeze lim {(x). 
x0 
KR. Se tine seamă că 
t} 
¡A 1 — cos zx d 
1 - Vecos x = i Pe PT ȘI Cd 
1 + / cos at... + Vecos ir 
l: 
„ 1— cos zx 1 1 , 
lim 1 — Veos a =—*—. Rezultă că limita este 3 
r>0) x: 2 k 2771 kl 


Să se calculeze limitele funcțiilor: 


20. No = pa E cînd r > o. 


In a 


N. Limita prezintă o nedeterminare de forma 1%; in rezolvare se va fine seama că 


1 1 
de in 14) în (1 +7] 
AACN pe 1 4 * (pentru orice x-> 1) si cá lim a o ile 


= 0 etc. Li- 
n a in x 00 In x 


mita este egală cu 1; 


7 — Culegere de probleme de matematică — cd. 1 97 


a loa (xq) ña 
«cind z—a. 


R. Nedeterminarea de forma 1%; se poate logaritma si apoi se aplică regula lui 
) 


l' Hospital, limita fiind egală cu —=—- 
Sin <a 


22. Sá se calculeze limita functiei 


tel a: +1-tgf3+1 
ts (x? — 1) 


fa) = 


, cînd x — 1. fără a folosi regula lui l'Hospital; 


| 0 
R. Avem o nedelerminare de forma — ; se poate observa însă că putem serie; 
0 


na VETI VE ai, 
(cos Va: + 1) (cos Va + 1) tg(1? — 1) a? — 1 


si [inind seama de faptul că 


sin a n tga 
lim = 1 şi lim 


a>0 O —_0 Q 


= 1, fără dificultate se găseşte că limita respectivă este 
1 
1/2 cos? ya 


23. Să se calculeze limita functiei 


, m 
fía) = Eee ARIE Tape. m, n € Z,, pentru z— 1, 
— Tt — T 


R. Se aduce la același numitor, se face simplificarea cu 1 — x si, trecind la limită, 
avem: 


zi a E BI) 2 = 
PRE PRI A A A A atu zl MR RE 


r=] 1] (O — a(l r+... ES re pati 
o 1 lim mil rt... Hm nnll ++... + 1%)!—m) 
mn z>} la 


si scotind din nou în factor la numárátor pe (1 — zx), iar apoi efectuind calculele se obține 


>.. mMmM—n 
limita ; 
2 


[24. Să se calculeze limitele functiilor 


1 y] y m 
fía) = EL pentru z > 0 


x? 
; aœ — 1) (aa — 1)...(a"™:+? — 1 
și g() = e a a pentru a > 1, unde m, n, p €Z. 


(tu — 1) (a? — 1Y.. (a? — 1) 


R. Pentru f(x): se dezvoltă binoamele de la numărător şi apoi se simplifică cu 2% 
mn (n — m) 


2 


limita este ; pentru g(a) : se face mai întii simplificarea cu (a— 1)”, limita este Cf. 


25. Să se calculeze limita funcţiei 


(Via +a) — (Viza — 2)" 


z 


f(x) = 


, pentru z —> 0. 
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0 j i 
R. Nedcterminere de forma — ; se observă însă că putem scrie; 


0 
a 2 a) 2 — an — 
ja LARES q MER 1) 
TI r 


si dezvoltind ambii numărălori după formula binomului, iar apoi trecînd la limită, se ob. 
tine 2n. 


fos. Sá se calculeze limita functiei 


1 
1: 3ex42e2 
f(x) = (In 2) , pentru T>€. 


N. Nedelerminare de forma 1%. Se observă însă că putem scrie: 
1 in «—1 
ln z—1 e (a—ec)(z—20) 


f(x) Er + (In x — 1)] 


apoi se trece la limită ţinind seama că 


1 
In x— 1 1 In x— In e — ae 1 
lim ———————— = — — lim — = in ln ji a e ela j = — — 
ro. (1 — ex — 2e) e tot IE T>e € e? 
E 
si prin urmare limita lui f(x) este - e; 
27. Să se calculeze limitele functiilor 
> LL 
f(x) = , 9(a) = = şi ha) = ze * 


peniru t > 0. 


3 3 
rT — i1 
R. Limita lui f(x) este 2. Pentru g(x) se poate scrie ç(x) As | zi și li- 
g’ 


mita este 1. 


Pentru A(x) se disting două cazuri: x => 0, si x — 0,, în primul caz limita prezintă o 


1 
a ¿sin x 
nedelermivare de lorma 0*co, aceasta putindu-se înlătura, observina că (x)= . , 
sin T 1 
sin r 


limita  în' acest caz fiind +00; in al doilea caz limita este zero, tinind seama că 


, 1 
lim = — 00. 
a>(0sin zx 
r<(0 


28. Sá se calculeze limitele functiilor 


Ln x)* 2 n z In(3r — 2) 
DR 9) = E, h(x) = 


+ In z Vx 


[(2) = 
cînd zt > 0. 
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l 
R. Se fine seama că lim 2 O si lim 


= œ observindu-se că putem series 
zoo YT a>0 In zx 


—4 Fag ES In a 
Di N 3 
din Va a In Ya E III 

f(x) = = » g(x) = —-————, Mx) =3 DEV NI S HE. limitele respec- 

Va In zx Vx Vx 
14 

tive fiind: 0, 3, 0. 
29. Sá se calculeze limitele functiilor 


in(l + 2a) 


fía) = zt In x, g(x) = = —, ha) = a D OEE o Za 


pentru zx => 0. 


In(1 
R. Se va ține seama că lim vln gx = 0 si că lim ului PR 1, 


xel) z=U (0 dn 
2>0 


observindu-si că 


putem seric: 


f(x) = Ed E In t), g(x) — inci + 22) . EA h(x) = HA . 3 Va i 
T 


2x 27 
7 ln(1 + 3x — 2?) 
Ieo E 278 


(3 — x) (cu x Æ 3); limitele respective sînt deci: 0, œ, O, 3. 
da — x* 


30. Sá se calculeze limitele funcţiilor 


i tg : . 2(1 3 A 
f(x) = ps si g(x) = AA eind x> 0. 
In(1 + 22) In(1 + k2x) 
R. Se observă că pulem scrie: 
tg x 2x 1 1 k?z e a 
f(x) = g 3 — e— si g(x) = — ° ° (Yo In Ya) 
z In(1 + 2x) 2 i k? Ind + k2x) 


1 
şi tinind seama de exerciţiile anterioare, limitele sînt — şi respectiv 0. 
2 


31. Sá se calculeze limita funcţiei 
f(x) = (ln cos x)ln x, cînd x > 0,. 


R. Limita prezintă o nedeterminare de forma 0-*oo ; dar, se observă că putem serie: 


Y o, Y 
sin — In {1 — 2 sin: =] 
2 2 
f(x) = | In 1—2 sin? Ž In z= —sin = + “x In ze 
2 2 T i ata a 
— — 2 sin: — 
2 2 


sin ax ONE i 
şi tinind seama de exerciţiile anterioare și de faptul că lim =1, limita lui f(x) este 0s 
x>0 ax 


32. Sá se calculeze limitele funcţiilor 
í 


1 E 
f(x) = E ~ E J g(x) = T JE h(x) = Pi , pentru x > 0. 
l+u x x 
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R. Cazuri de nedeterminare de forma 1% şi 00%: limitele sînt respectiv e72, 1, 1; 


des a A ; PERE (l x’ S R 
33. Sá se calculeze limita functiei f(x) = [eos T , dacă a €e R şi nen, 
T 
cînd t> 00. 


R. MXedelerminare de forma 1% ; se fine seama că putem scrie 


m esa 
a | E A — — 
| a cos 1 E 
f(x) = i Hest — ']] 
| x 


a: 


— 


a dA Š e 2 e A z p 
limita fiind egală cu 1, dacă n< 2; e dacă n = 2 şi 0, dacă n > 2, 


T34. Sá se calculeze limita funclici 
1 
[(2) = [1 + in + 1) +... In (1 + n2)]” cînd 2>0. 


R. Limita prezintă o nedeterminare de lorina 1%; se poate nota q(x) = In (1 + t) 
1 


$... +In(1 + nx) si avem f(x) = [1 + p(2)]” peniru orice z € (—1, 0) U (0 1). 


1 n(n+1) 
Se ţine apoi seama că lim (1 + nx) iS =€; limita este e 2 5 
i a>U 
P P P 
îi (ad ix? — 1)... ll, 
35. Să se calculeze lim EI FIE EOS ES cînd xN 1, unde pu, Pa... 


o... Pn e (0, 1) Ud, 00). 


R. Se va line seama cá 


lim — = lim 
131 (1 — 1) ruilu — 1 


” +00, dacá p > 1 
0, dacă p € (0, 1) 


cu concluzii corespunzătoare pentru limita din enunţ. 


36. Să se calculeze limitele functiilor 


n(2x — 1) In(Qu — 1) ÎI E EE Y 
r) = ———=, qa) = =, h(x) = (x — Dinyz? + 2r — 3 
(Dr 90) = e ho) = (e = Dina + 


cînd z > |1. 


R., Peniru f(x): nolám 2x — 1 = 1 4- h şi observind că t? + x — 2 = (x + 2)(x — 1), 
putem scrie; 


In(1 + h 4 In + h 
a Sta 
2 2 
In(1 h 
şi cum lim MN = 1, Hmita lui f(x) = R Pentru g(x) se ține seama că g(x) = 3f(x), 
z—0 lı 3 


limita fiind deci 2. În fine, pentru z>1 se va observa că putem scrie: k(x) = 
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— 1 
— (x— 1)Infx — 1 + (2 Dina +3 =e- D In (x — 1) + (x — 1) In(x + 3)] şi cina 


x=> 1 (prin valori mai mari decit 1) limita lui A(x) este 0, ftinind seamă că 
tim (x — 1) In(1 — 1) = 0. 
ri 


37. Să se calculeze limita funcţiei 


Inti ¿—in(1—: 
[(1) = EA E A Batu A pentru x > 0, 
arctg(1 + x) — arctg(l — 2) 


pulem scrie 


R. Jinind seama că arctg (1 +2) — arctg(l — t) = arctg —— , 
` l 2 — a? 


l n(1 + x Inl — q 
Fa) = Mr 2) <= dl cet A 


S 


arclg 
2=— a 2 — a? 


arctg 


şi împărțind vumáritorii si numitorii din ambele fraclii cu x, se deduce că limita lui 
f(x) este 2. 


38. Sá se calculeze limitele funcțiilor 


fa) = A a, pentru x > 0 (a > 0); 
T 


1 . 


— 
3 


g(x) = [= E =) , pentru z > 0 (a, b > 0); 


1 


y 


a? + a iată az)” ; 
ı + ar + T | ; pentru t0 a; >0cui=il. Di ca tale 
n 


h(x) = | 


incl 
tr Aid. 


R. Penuru f(x): se notează d =1l+acu x >0 si deci 
In a 
, at — 1 l a În a | In a 
lim ——— = lim —— = lim ID e In a. 
au T x>0 In(1 + æ) a>0 a 
n(1 +a)“ 
T h? — 2 
Si lim £ £ gE (im + lim | ) € 
á > T S&L 2 Nx T a>(1) Z Va 


Apoi, lim g(x) = e 
r—0 


Pentru /(x) se observă că putem scrie 


1 lim dto + añ —n 
i n z£ 
lim h(x) =e 1-0 


a=() 


La 


şi linind seama de limita lui g(x), rezultă că 


O 
lim A(x) = ya, Uz.. Apo 
2>(0 
3. Să se calculeze limita funclie; 
1 


— 


z4 T+1 qe zh q 
| „pentru x > 0, cu p¡>0. 
1 T Pa ... Pa 


f(x) = | 
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- 


R. Caz de ncdeterminare de forma 1% ; se observă însă că putem scrie: 


+ ajo T+1 j 44] 
f(a) = EP?) unde p(t) = m area AES, 1) l 
DD Ep, 
PP DA pa(pz 1) +. + Pala 1) 


si cînd x —0, 
(Pi + P: + OE + p, JU 


N ] a r r p DR 
lim (x) = DoE dn p1 +in p, 24... +lnp, ) 


a>() 
> Pi 
1 
at — 
deoarece se ştie că lim = ina, 
x=) qt 
. ` lì vo A Dl p2 p 1 . 1 
Prin urmare, lim f(x) =(p,%, pa?*...p,?2) ——, i=l, A y A 
a>() $ 
2D Pi 
i=] 


40. Să se calculeze limita tunctiei 


az bz 


f(z) = AN pentru x > 0. 
T 


. 0 v- » v 
R. Caz excepție —; se observă însă că putem scrie: 
0 


et? (es (a- 2) Sita | 
ES paza e ace dai ani, 


T 
limita respectivă este a — b. 


La acelaşi rezultat ajungem dacă folosim regula lui l’ 17óspital. 


41. Să se calculeze limita funcției 


UN? 
cig de 
x 


f(x) = | El , pentru z > œ, u meN si a > 0. 


xr” — 1 


R. Limita prezintă o nedeterminare de forma 1% ; se observă însă că putem scrie 


1 E y 
ctg | — 
m 
limita fiind egală cu c! deoarece lim A aie au 


ao T” —] a” 
Se poate logaritma și apoi se uplică regula lui l’ Hôspital. 


42. Să se calculeze limitele functiilor 


f(x) = (1 — a)elg = ȘI g(x) = (1 — tg = pentru t => a. 
a a 


103 


R. Se poate folosi regula lui l’ Hóspital, observind că: 


TT 
(x — a)*cos— 
sra O „e Sn a ta 2a 
f(x) = , cu limita — gi asemănător pentru g(x), cărei limită este — —a 
=: T z 
sin — \ 
a 


Altfel. Se observă că se poate scrie astfel 


x—a T — A Paai o. Sng SPIRE, 
f(x) = = —————— și apoi se finc seama că lim — = 1. Asemănător 
TI T a —U x 
—tg | n — — la — (1 — a) 

a a 


1 


pentru g(x), unde se înlocuieşte tg ZZ cu 
2a 


- 
o 


tg E (a— 2) 
2a 


43. Să se calculeze limitele funcţiilor | 


l — sin z A T 
f(x) = ——, pentru t > —; 
(rm — 2x) 2 
tg Su T 
g(x) = Eor pentru t =--> 


2 


tg DI 


i x 
2 sin? le — a 
R. Se observă că f(x) = —— a limita fiind egală cu —-. Pentru cea de a 


2 
16 a 
4 2 


| A sin 5x cos 3r 
doua funcție, putem scrie: g(x) = —— *- 


, limita fiind egalá cu EN Se poate 
5 


sin 3x cos ör 
aplica si regula lui l’ Hôspilal. 


4%. Aplicind regula lui 'Hóspital, să se calculeze limitele funcțiilor : 


a — r” Ă 
g(2) = —————, pentru al >a; 
In a” — In 2” 


a“ sin ax — b? sin bx 
CD) Se , pentru 1—0, 
c? sin cx — d? sin de 


(a, b,c, d e R,). 


a— b- 
ed 


R. — o, a”, 


45. Sá se calculeze limita functiei 


uUi H aat eee + 0 — 0) — U — s.. — ag 


zi + a Lisa + 2% — n 
E E i i a mat e 
x 
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R. Se aplică regula lui /'Hóspital; limita uste 
Li 


i=] 


n 
Y a, Ma 


i=! 


46. Să se calculeze limitele functiilor: 


in(cus TT + 2) + cz — 1) 
O sai ae o e ot do 


„pentru z > 1, 
In(2 — 2x” + 22?) 
sin 3x + 4 sin: q — 3in(l +: 
g(x) = pe io E LE , pentru z —>0, 
(c — 1)sin x 


Im(e** cos bx — e’? cos ax 
hayes AA 


„pentru z > 0. 
in(e*” sin br — e? sin ax) 


R. Se aplică regula lui ¿Hóspttal: limitele sint 1 


ni + 2a 3 
——— =, L 
2n 2 
47. Să se calculeze limitele functiilor 
i 21 — cos 1) + e2(1 — cos 2 
fa) = 4 cos 1) + e*(1 COS 2), 


(e? — cos rY 


in(1 + sin Vx) 
O E E. 
tgVa 
In tg [= + az | 
4 
E h(x) = 3 
sin bz 


pentru x > 0, 


5 2a 
R. Se aplică regula lui '*Héspital, limitele respective fiind —, L == 


48. Sá se calculeze limitele functiilor: 


ein 22 — piina 
f(x) = , pentru z—0, 
gx 
e“ sint — r 
Î.(1) = ———=, pentru z > 0, 


siu(sin x) 
N — („Sin a „Sin az Ta 7 1 
fa(2) = (e =e ME pentru z > |, 


1 — sin x 


f(x) = 


T 
= pentru t > —, 
V r cos: 2 2 


1 si ctg 4 __ 
fs(1) = e, pentru z —> 0. 
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2 
R. Se aplică regula lui l'J/ospilul, limilele respective fiind: 1, O, ii (cos aje win a, 


le y? 1 
— s eg 
2 T 2 


49. Să se calculeze limitele funcliilor: 


1 


fla) = r! şi g(a) = 2-0, pentru q > 1. 


T>] 


1 
R. Se aplică regula lui /”Hóspital, limitele respective fiind — gil. 
e 


50. Sá se calculeze limita functiei 


arclg r + arctg 2x + ... + arctg nx 


A md E S 
in(1 + 233 + Ind + 2x1) +... + In(1 4- pz) 
0 ie rad gi i cra, 
R. Nedeterminare de forma —; se aplică regula lui /'Hóspital si limita este E 
0 pp +1) 
51. Să se calculeze limitele functiilor : 
1 . 
f(x) = — [e 5 7 — (tgx + 1)] pentru r > 0; 
a? 
21 + 1 
g(x) = PE EN ANRE „pentru x > l; 
rt +r—2 2 În x 
l 
h(x) = bea i pentru x > 0. 
In cos fr 
EI a ala a at îi li Ca 1 5 a Y? 
KR. Se aplică regula lui l’ Zôspital de două ori; limitele sint respectiv: —, Pi, e i 
2 


52. Să se calculeze limitele funcțiilor: 


21 + sin 2x — msinz A T 
No) = =, pentru La, 
4(1 + cos 2x) 2 


at — e? 
g(x) = ua pentru £t > e, 


In to x” 


h(x) = , pentru 2 >0,. 


In tg 1? 
1 
R. Se aplicá de două ori regula lui (*Hóspital, limitele fiind : a — =m —; 
1 


53. Să se calculeze limita funcției 


Nay = [In(1 + 0 + md +20+... + l1n(1 + po, 


cînd t > 0. 
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R. Nedeterminare de forma 0%; se notează g(x) =In(l + + Ind +22) +... p 
4 In(1 + px) observindu-se că putem scrie: 


lim lo (g(a)]f = lim Ia , (1) 
20 >0 1 
q 


şi în (1) se aplică regula lui /*Hóspital (de două ori), limita fiind egală cu 1. 


54. Sá se calculeze limitele functiilor : 


Mo) = x — r’ In [ + T pentru t > 0; 
T 


1 1 
g(x) = — — =——— — —— — ——, pentru x> 0. 
x? xa? coste T q? tgx x cig x 


l Li A . 
R. Pentru f(x) putem pune — = z și apoi se aplică de două ori regula lui /'J?óspitel, 
T 


1 
limita fiind egală cu — . Pentru g(x) se observă că putem seric: 


2 
a | cosx} [1 ctg x de 1 1 
dE Smeeni a Sl e A —— AA 
x? a q? z? x: x etga 


și apoi se aplică regula lui [’’Hôspital tiecárcia din funcțiile din cele trei paranteze. 


Limita este 2 A 
6 


99. Să se calculeze limitele funcţiilor: 
to x — arc ter 

f(z) = ni A pentru 2>0; 
SIN TtT — XT COST 


(e7 — e) 


g(x) = i azi pentru t > 2; 
z __ psin e 
h(x) = iba ie pentru z > 0. 
T — SMT 


R. Se aplică de trei ori regula lui l Hôspital, limitele respective fiind : 2, 6e*, 1. 
56. Sá se calculeze limitele funcţiilor: 
in” x 
f(x) = E pentru > o; 
q(x) = x”(In 2)”, pentru z +0, (m, n > 0); 
h(x) = (ln x)”[ln (1 + 2)]”, pentru z >0, (m. n > 0). 
R. Se aplică de n ori regula lui l’ Hôspital , limitele sînt toate egale cu zero. 
57. Să se calculeze limitele funcţiilor: 


T 1 
1ye(5 + 2) 
r r æ s 

„pentru t > 0; 


ZI u_pZilnz 
g(x) = Er , pentru z > 0; 


1 


y — 


arc sing) 
h(x) = ao , pentru x > 0. 
, T 
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R. Se logaritinenz4 mai întii si apoi se aplică regula lui /'Iospital, limiteie respective 
1 

6 
stint: e; l;e 


58. Să se calculeze limita 


1 17 
-- cos—], pentru t > æ. 
a z 
R. Limita este egală cu e. 


: TRE dand 
functiei f(x) = [sin — 
59. Să se calculeze limila funelici 


[(2) = [cos Z + bsin 2". 
A 


péntro tT > o. 
j 


R. Caz exceplie de forma 1co, limita este egală 


cu e”, 
60. să se calculeze limita functiei 


1 
(0) = (1 + sina + sin 2x + ... + sin nz)”, cînd x > 0. 


R. Nedeterminare de forma 1% ; se logaritmeazá și apoi se aplică regula lui l’ Hôspital, 
n(n+ 1) 
limita fiind e 


61. Să se calculeze limita functiei 


1 
z x sin T 
f(x) = e Ă peniru zx = Q0. 
h n ] 


R. Nedeterminars de forma 1%; se logaritmează și apoi se aplică regula lui l’ Hôspital, 
limita fiind Va O acasa lia 


62. Sá se calculeze limitele funcţiilor: 


h(x) = 


, pentru t > o; 
COS A 
eala 
; sin x 
Ho = (ga + 7) , pentru zv > 0; 


A 
fala) = (cos x + sin? z)” , pentru z > 0; 


falx) = (sin = 


gi 
, pentruz > o. 
2x + 1 


R. Se logaritmează şi apoi se aplică regula lui l’ Hôspital ; limitele respective fiind y 


> (3) 
ui 2 
esta e2 e el 8 


3 $ 


63. Să se calculeze limitele functiilor: 


f(x) = 


la” a — 1 T 
2 —, pentru t > —,neN*; 
2sint x — 1 4 


g(x) = (ta z— pfi — te 5) pentru x=: 


h(x) = eie a pentru T > 0. 


arcsin ——— 


Va? + a? 


0 0 A 
R. Cazuri de nedeterminare de forma: —j3 00*0; — , Se poate scrie 
0 


_ (gr — Diga + te ++... +1) 


4 H . T . . T 
e sima sin E) sima + sn £] 
¿ 4 


I(T) 


si efectuînd unele simplificări, iar apoi trecînd la limită, aceasta este egală cu n. Pentru cea de 


a doua funcție, avem: 


2 tgZ 
2 
gt) = | —— -1 |j- t], 
2 


E 
1 — tg: — 
2 
limita fiind egală cu 1. În fine, pentru A(x) se observă că se poate serie; 


Ll 


Va: + q? PEER 
A ee sa Va: + T? 


h(1) = —— 


x 
arcesiı -o 
a: + a 


limita fiind egală cu |al. 
La aceleași rezultate se ajunge folosind regula lui 1'Hóspilal, 


64. Sá se calculeze limitele tuncţiilor: 


u ing)? 
jas ie | pentru T> œ: 
n rt 


1 
Taza, pentru z U ; 
ga) = (1 + a) e Ñ 


. na — e? 
h(x) = ————, pentru Tt > 00. 
ea” — inz - 


R. Se observă că putem scrie: 


a Yin xn x 
f(x) = (i — ) ] , limita fiind O. 


In z 


Pentru cea de a doua functie, avem: 


1 Tr 
g(x) = A $ ya az, limita fiind egală cu er 
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Pentru ultima funcție, putem scrie: 


J 
- 


ma 
e* 1/.. „max 
Ma) = | O |, limita fiind egală cu ——|ținind seama cá lim —7 = 0j- 
aia In a a zoo € 
pt 
La aceleași rezultate se ajunge dacă se foloseşte regula lui ’ Hóspital. 
| 
x sin — 
w . xt w ws . . Y] 
65. Se dá funcţia f(t) =———— ; se cere sá se arate că lim f(x) nu există 
In(1 + a) qa 
şı sá se justifice de ce nu se poate aplica regula lui PHóspital în acest cuz. 
a 
R. Se fine seama că lim (1 + x) T=e si că lim sin} nu există. fn consecință, 
z=0 al! Xx 


nu există nici lim /(x). Dacă notăm g(x) = sin a ze RYO; si hx) = In +a) cu 
T=! Xx 
a > —1, avem lim g(x) = lim A(x), funeţiile y(x) si h(x) sînt derivabile si k(x) #0 


2—U al! 
1 1 1 
a sin — — — cos—e 
x R v z x , A 1 
pentru orce xt > — 1. Dar lim g ( diz lim = lim (1 + 12) (sin —— 
20 h(x)  2>0 1 20 Y 
l+z 


1 1 ta des ai hu e | e 
.— — cos— | . această limită insă nu există. deoarece nv există lim sin —». Astfel! fiind. nu 
1 a” T—=l) YU 


sin: mdepi ute toate conditrile de aplicabilitate ale regulii lui l Hóspilel şi deci aceasta nu 


se puate folusi. 


L z 
xz cos —, dacă x e R0} 
66. Se consideră funcţia f(x) = şi se cere să se 
0, dacă r = 0 
studieze continuitatea functiei în punctul t = 0. 


A COS — 


> oye T EEO ES A 5 
Să se arate că lim -— nu există şi sá se precizeze de ce nu este apli- 
ratb In(1 + x) 


cabilă regula lu: “Hóspttal in acesi caz. 


67. Să se calculeze limitele funcțiilor 
i 1 


xv 1 


f (1) = ple — e ] pentru t> 0; 


nr + Vaz — 1) 


f(x) = 


„pentru x > l; 


rxz — ] 
z + ina + Ya? +1) 


fa) = 


„pentru t> 0; 


mapy +1 


] 
r) = — — —- —, pentru 2 =0; 
fala) Az  2x(e"+1) d 


1 a + VI — ma? 
fs(2) = — ln isa MA ME , pentru z > 0. 
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T 
R. Limitele respective sint: 0, 1, TE (n — 1). 
68. să se calculeze limita funcţiei 


f(x) = 


sin(a arccos Y 
w Eh Tt A 1, unde n € N. 
— I 


R. Se poate nota arccos x = a => qv = cos u si luncţia dală devine 


sin na 
f(cos a) = = 


(1) 


lsin a| 


Se observă că dacă z A 1, arunci a —0, iar limite din (1) este +- n, după cum a tinde către 
zero prin valori mai mari şi respectiv mai mici de 0U. 
Se poate folosi si regula lui (?Hóspitel. aiungindu-se la aceleași rezultate, 


69. Să se gâseuscă limitele laterale ale tunctiilor: 


l + ¡cos T] A 
(2) = —-—— , înpunclul z =z; 
sin |z| 
c=2 z 4. F 
g(x) = —— e, în punctul 2 = —2, 
I+ 2 
R. Pentru ambele funcţii l, = +00, ? =- œ. 


70. Să se caiculeze. limitele laterale .ale functiei 


2 


+: 
+ 


| 
hr 


e 
(E) 


f(x) = (1 + 3) 


R. Limita la dreapta este — œ. Cind 7> —3 prin valuri ai mici de —3, limila prezintă 
o nedeterminare de forma 0-oo dar se observă că putem scrie 


«în punctul rt = — 3. 


Ss 0? 
Se are în vedere că lim — = co. | 
1-00 T 


71. Sá se calculeze limitele laterale ale functiei 


1 1 
x z 


Nos - + e 
f(x) = 1 1? 
ef e 7 


în punctul x = 0. 
R. l= —1, 4 =1. 


1 
72. Să se calculeze limita funcției f(x) = E =] es, cind > Si 
T 
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R. Se calculează limitele laterale. Dacă x = =) limita este 0. Dacă r => (z) alurci 
E 5 


2 


2 


limita se prezintă sul forma nedeterminată 0 x œ ; această nedeterminare se inlătură pu- 


nind Č —z= i, obțintndu-se : 


2 
i 
a m1- 2] -= 
f() = In G i z nj 2, P t 
T = 2 T 1 sin 1 
T sin t 


Această limită este — 00. 
(73. Să se arate că funcția 
f(a) =| 


este continuă în t = Q. 


(12% pentru z € RN {0}, 
l1 , penlru x = 0, 


lim xin x?) 
R. lim f(x) = 0 = 1 şi f(0) = 1. 


x=- 


Să se studieze continuitatea funcţiilor următoare în punctele 
în dreptul fiecăreia : | 


x* + x] E i 
—— dacă ze RN. 
/ 14 (1) =} 4 — lvl 
( —l,dacá x = 0, 
în punctul v = 0. 
R. Funcția dată este continuă pe R. 
ga : z 
sin— , dacă x € RN {0}, 
(175. f(a)=¿. Y 
arbitrar, dacă x = 0, 
in punctul x = 0. 
R. Funcţia nu este continuă in z=0. 
2 . l ` ! 
a sin —, dacă r = Rx {0}, 
par A 
(76. f(a) = z 
0 „ducă x =0U, 
în punctul r = 0. 


R. Funcţia este continuă pe R. 


EA oz 


1 , dacáx = j 
T 
în punctul zt = = 


i inde, Cda T 
R. Luncţia nu este continuă ìn x =—. 
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menționate 


Capitolul VI 


Derivate, reprezentarea grafică a functiilor 


A. Derivate 


Folosind definiţia derivatei, sá se calculeze derivatele funcţiilor în punce. 
tele specificate 


1. f(x) = r? — 31 +0, F (4). R. 43. 
as a eo F(—3). R. -2 
r +2 
3. fu) = YA MeN he 
4. Ma) = Yr F|, f'(2). R == 
|V 27 
5 i(a) = In + 1), f —2). R. — En ° 
6. f(z) = loga(T + 3), f). R — 
4 ma 
7. fa) = 2%, f(—3). R. — In 2, 
8. (2) a az: f'(— 1). .R. —alna, 
9. [(2) = sin(2x + m), f! | R. 2 
10. f(x) = cos(1* — n), f'(0). R. 0. 
= to ad LN A 4 
11. fa) = tg (14) Ta R, 
12. f(x) = ctg (æ? — 7), (2) R. —2 Jr. 
13. f(x) = e, f'(0). R. 1. 
14. f(x) = a7, 0). R. alna. 


8 — Culegere de probleme de matematică — cd. 1 113: 


15. Mao) = TS, f'(a). R £. 


16. f(x) = 1f, f'(a) a > 0, 
a l. R. “(na 4-1), 
17. f(x) = nr, FU). R. l. 
n2—5a2—6 r e(— o. l1]. f'(0), 
18. /(1) = | | (e ; 
lina 2 <= (l, u) f(e). A Se aa 
e 
19. f(x) = arcsin t f | R 
Fa T = arcsin T, —— je A —z=?* 
2 E 
Să se scrie ecuaţiile tangentelor la graficele funcțiilor de mai jos în punc- 
tele care au abscisele specificate în dreptul fiecăreia : r 
Be (a) == M -+ 4, t = 4, R. 3z— y — 12 = 0. 
i pe — | 
21 fx) = — r= —1l, R z+y+1=0, 
ar? 1 
pe, (1) = Va TL r= 3, R x-4y+5=0, 
25 (x) = 3%, r= 2. R. rin 27 — y +3— 6mn3=0. 
24 fa) = tog,(z? — 3) z= —2, u>0, 
az). R. 4r +ylna+8=0. 
253 f(1) = inz + 3), 2 = —2, R. x—-y+2=0. 
ge g : T l z T 
26. (x) = cos 22, r =- R y +— = — y3 t — 3) 
3 2 3 
27. f(x) = sin 32, t= — . R. —3 k i] = y. 
; T T 
28. f(x) = tg 4x, r = — R. y— 1 = 8r- — 
16 2 
T T 
29, f(x) = cta (3z — m), AS Bi fe] 
i 1 T d V3 l | 
) = arc E r = —. paz — [| 
30. f(2) re sin 22 A Ry 3 | i 
1 z 2 V3 i 
31. f(1) = arccos (32 — 1), e Ss R. y — re 3 [a — i 
T 
92. f(x) = arctg (2x + 1), x =Q. R. y=2+ F 
E = r 
33. f(x) = arctg (x* + V3), zr =Q. R. y = 06 
A A 
34. f(x) = 14, DiR R. 1-2Y2y+2=0. 
A e+l l 
Jo. ¿(x) == A + In T, T = l. R. y = F T. 
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e) 
= 


44. 


. f(z) = 
- HI) = 
. f(x) = 


. [(a) = 
Să se scrie ecuaţiile tangentelor la graficele 
dreptele precizate în dreptul fiecăreia. 


fla) = 


fa) = 
` fa) = 


. fe) = 


[(1) = 


el f(x) = 


> f(x) = 


2x cos z + (z? — 2)sin x, x = 0. 
X 
== 
x+ Vi- z 


VEZ = +1, 


l= a+ a? 


z=0; 


Ig(z5 — 2r? + 1), w=, 


r? — 5r + |, 3r — y+ 
+ 11 =0, 
3z — 7, —31 + y — 12=0, 
— 2r + 13, 3r — Ty + 
+ 14=0, 
e — 32 4 2, 9 -y>+ 
-- 10 =Q. 


5r —y—2=0. 


z 2 

ci n EEE O y 
a: + da + 1 ) 

Vsin z, y =0, 


R. y=0 
R. y=x 
R. y=/3. 
R. y =0. 


functiilor de mai jos, paralele 


R. 3r — y — 15 = 0. 


it. coincide cu graticul. 


= 


imposibil. 
9r — y — 14=0 
92 — y + 18=0Q, 
Ət —y—4=0 
T (i Au 
| Sür — 16y — 91 =0, 


lx — 14 =(1 
ST (ea ai, j 


| z+% 2=0. 


R j=l 


Să se calculeze unghiurile sub care se taie graficele functiilor de mai os: 


41. fi) = 2x + 3 şı y(x) = 2 — r — |. 
44 (2) = x? — drd și y(1) = 2 — 3x. 
49. [(1) = 10 — 3t +2 şi 

qalx) = r? — 2x + 1. 


Să se calculeze derivatele 


. Mx) = 


fa) = 


(2 + 1) Ya — 1. 


Y . 
E. + = 459, D, = arcte ¡ -—- 
P1 2 5 | 3 j 


R v= 909, 


R. q = arctg(4), o, = 0. 


funcțiilor următoare : 


120% + 3r? — 4r 
2 yi 


R. (x — t)e:(52 + 1) f 


2x Vo 


R. 


4 x 
R. ————————— 0 


3 YTO MAT 


2x: 
R ——— 
YI — 231 + a) 
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V1 +rep Y1-a> 


54e (I) n 
Vi + re- Vi- r 
55. f(x) = sin r — — sin? q. 
56. f(z) = 2x cos x + (2% — 2sin x. 
57. f(x) = Y a sin? x + b cos? x. 
EE] 
58. f(x) = In E 
a+4 
59. f(x) = In (In 2). 
60. f(x) = arc tg (In 7). 
61. f(x) = loga E — cos px 
1 + cos px 
62. f(x) = In(In(a + ba”)). 
` in (n x) 
63. PEN iu i dan 
fla) = =£ 
64. h(x) = a [sin(In x) — cos(ln 2)]. 
i b sin bx + a cos bx 
65. = — — e” 
>. f(x) A e 
. 1 + Y arct 
66. (x) = —=— E 
67. f(1) = 1 arcsin 1 + d — z’. 
68. f(x) = arctg 1 + 
q? + 1” 
69. fa) = to aee e 
e) ia: 1+e*sinz 
1 (z +1) 
70. N a l aa e fam nea 
is E ad 
1 2x — 1 
- — arct 
J T 8 p 
71. f(x) = r(arcsin x)? + 
+ 2 VI — a?-arcsin r — 2z. 
72. f(x) = n url < yz — 1 — 1 i — arccos 
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a + x(n r} 


= 


2 Vz +1 +13, 


3 p A 
ci Par +1 
cos? x 
. T? COS L. 
a — b sin 2 x 


2 V a sin? x + b cos z’ 


2x da 


"3(324+1) 21| Fă 


1 


x n 2 


1 


p 
sin px Ina 


— $ aae 


nbx”™! 


l (a + bz")in(a + bx”) i 
1 — inz ln (ln 2) 


xi ln x 


. sin (In x). 


aT cos bx. 


2 earclg z 


Wa 


„ arcsin x. 


2 
(ar + 191 7 
e“(cos a — sin r — e”) 


1 + 2e* sin x + e** 


a+ 1 


„. (arcsin zh. 


1 . 
z’ Vz=1 


1 1 
73. t) = — In AAA — 
j ) 2 Y q3 + 1-r 
1 l pa x 
— — arctg | — 1) è R. —— 3 
V3 | + Vo +1 ] Vo F 


Să se arate că funcțiile si derivatele lor verifică egalităţile scrise in dreptul 
fiecăreia, 


14. Na) = ENE: f” (æ) + 2f(x) ¡MEN = 0, 

75. [(2) = — E 0 [az + bin(a cosa + b sin 2)] si 
g(x) = Te arccos | LV 005 z | , verifică relația [1 — af'(a)] 
[1 — dy (0)? = ad (e) y (a b> a 

76. f(x) = — arctg (3 tg 2), g(x) = — arctg EA oi , verificá relaţia 
(9 iu MDP + PI — Sy a) ]P = 409. 

m 4 A D CUS T 1 T Sii. de ; 
par Dor T i f 25 SN A ; f 1 
i. fa) = m arccos Po g(x) = arctg | 3 tg A ) verifică relația 


3f'(x) — 29 (1) = 0, 


sa 1 p 1t 
18. [0 = | 10 + e = 3). 
79. Fiind date funcțiile : 


y = e (cos r + sin 1), z = a'e? sin(2x + b) 
se cere să se arate că y” + 4y' + 5y = 0, 


zi! — 27 + 52=0, 


R. Se tine seama că y = —2y + e” (cos x — sin 2), 
y = —4y' — 5y. 
z’ = 2 + 2a*? cos(2x + b) şi 
z” = 2z' — 5z. 
80. Funcțiile : 


z 


; 1 i AS 
arcsin v — — arcsin z + Vi — zi, 
4 


3 


D= 


1 —= 
arcsin 1 + Ea (2 + 2?) VI — a? 
şi derivatele lor verifică relaţiile: 
ay — z? = 0. (22y" — y'2(y2 — 7°) = (2), 
N. y” = {x arcsin 1, 2' = T? arcsin z. 


81. Să se arate că funcția 


f(x)=arctg == + arctg AE (1), cu x e (—1, 1) este constantă; 


R. f(x) =0. 
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Alifel. Dacă se ia tangenta în ambii membri din (1) se obtine tsf=— oo, rezullind 


Tr 


din aceasta că f(x) = — , 
2 


82. Să se calculeze derivata functiei 


y == Ar ut da died cu no + kr şi kez 


sin t — cos x 
si să se explice rezultatul. 


R. Domeniul de definiţie 
zE ES + tah, kez 
4 
şi f'(x) = —1. 


37 
Deci, f(1)= —x + 2: + Fr, 
4 


3 ; 7 o 2Va 
83. Să se calculeze derivata funcţiei y = arcsin ;-— 


2 a E 
i acu ze h,) si sá se 


explice rezultatul. 


. 1 . hd e. . 
R. Funcţia y are acecasi derivată cu z = 2 arctg—=; apoi se observă că sin y = 


Va 
en 2Vz (1) şi că ia (2); înlocuind (2) în (1), rezultă y —2z=0; dacă 
l+z 2 Va 
re |l, 00). 


Să se calculeze derivatele funcţiilor următoare și să se explice rezultatele 
obtinute : 


84. y = arctg E Ss ze RNȚII. 
T— 


, aceeaşi derivată ca a funcţiei z = arcetgx; se gásesle y — 2= 


R. y =-— 
1 + r? 


e dacă x € [1, œ) și ly — AN dacă x € (—oo, 1). 
4 4 


do y = arctg = 
de = => + 
I “14+Y1- 
; 1 A zel tată 1 A 
R. y'= —==—, acecasi derivată cu z = — arcsin z si y — z = 0, dacă x € [—1, 1]. 
29V1— zr? 2 


86. Să se calculeze derivata funcției f(x) = arccos : si sá se explice res 


z? 


zullalul. 


— a , dacă ze (—1, 1) 
1 + xx 


| , dacă ze (— œ, —1) U (1, œ). 
1 + x2 


Pe intervalul (—1, 1), f(x) are acceaşi derivată cu g(x) = —2 arctg zx. 


2 tg A 
AA i 2x Do. 2 , 
Notind y = 2 arctgx și z = arccos — —, avem z = tg— și cos z: = ———— = sin y, 
1 + r? 2 Y 
1 + tg: — 
2 
e Els : . d 
cu ye [- al şi ze(0 =). (1) sau sin y — cos z = 0 & sin y — sin ES o: 
2 2 e 
T e dota EEE Aa di a adabd a x ye 
— — 2= y + 2kr, sau încă -"- — 2=% — Y+2k'x şi finind seamă de (1), rezullá y—2=—, 
2 2 2 
37. y = arcsin(164* — 202? + da), 
5 | E 
Ry = A EA derivată cu functia z = 5 aresin x. Avein deci sin— = az si 
Vi — 27 5 
sin y = 16 sin: -- — 26 si să F 0 in 2 = sin 2. 
9 5 A 
82. y = arccos(8rt — 8r? + 1). 
; A ce pice ia l : E 
R. y =-—— aceeaşi derivată cu aceea a funcţiei z = 4 arcsin x. Avem sin -- = g% 
Vi -= a: 4 
i ardă 7 y E iat | : Z) 
şi cos y = sin’ — — 8 sin — + 1 = —8 sin — ;1 na + 1i = cos 2. 
i 4 2 a | 4 
89. Să se calculeze derivatele functiilor: 
apa , a + ” + x abr ES . 
y = arctg ==, Z = artig- -——-— - — şi să se explice rezultatul: , 
t — ax 1 — ab — nax — bx 
R. y =z =-— ; rezultă y — z = arclg b. 
1 + 
90. Sá se calculeze derivetele functiilor 
ota +r+i r TES 
y = Iin n 2 la Imot cu 1 40 şi să se 
I+14Voe+xr+1 24144292 +r+1 
explice rezultatul. 
R. y i E In 3 
. = D= Y —27=1N, 
Vx +xo+1 


91. Să se calculeze derivatele de ordinul n ale funcţiilor: 


1 


f(x) = zone RN{-—1}, 
g(1) = —, ze RN {1}, 
x— 1 
2x 
h(x) = — ore R (41. 


R. Putem scrie f(x) = (1 + 1)™ și calculind primele două derivate, obținem f'(x) = 
= (—1X(x + 1), [f (1) = (-1) 21 (x + 1)?, de unde se poate deduce că 


(Ma) = (11 (2 + 1ye, (1) 
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Presupunem că rezultatul de la (1) este adevărat Vn e N si calculăm derivata în (1) 
[Da = (—1'n!(on — Dr + 19748 = (Da + Dl pat, 


ceca ce demonstrează că formula (1) este adevărată pentru orice n € N. 
Pentru g(x) procedám asemánátor si obtinem: Ma) = (—1)”n | (z — 1) (1+1), 


| 
Pentru A(x) se observă că putem scrie A(z) = —— + 


si finind seamă de rezul- 
z+1 x-— 1 


tatele anterioare, rezultă 


E r 


AD(x) = (—19 
(x: sí 1)"+1 


Sá se calculeze derivatele de ordinul n ale funcţiilor: 


92: f(x) = i > „Le RN = “| 
vt 


R. Tinind seamă de cele arătate la exerciţiul anterior, din aproape în aproape obţinem 


lb” 
Oe = (1) — A 
Ao (a + br 


93. f(a) = —, ze RNN{4}. 


R. Se observă că f(x) = E —) si ținind seamă de rezultatele de la exere 


la — x de +T 
cifiul 91, obținem 


ayy Hi. Tol 
a e 
1 í a au 
94, T = —, X E, R — —,—$" 
fa) a? — biz: N b ii 


R. Cazul general a): zerciţiului precedent, se observă însă că 


f(x) = | à + a | obtinindu-se 
2a 


a — br a + bx 


fx) = nlb” a ara al 
2a (a — bxi: (a + bxh 


Se vor lua în considerare cazurile în care n este par sau impar, rezultind: 


n/2 
(n) n!b" 2h — sh pa hmah 
Po) = Fe PRIN EE ) CA, OUEN pentru n = număr par 
(a? — bani 
h=0 
n—1 
2 
| pn f , 
n! ii du PET. 
si ["Xx) = Chti ¿AAA pgh pentru n = număr impar. 
(a? — p2a2)n+i np 
h=0 
95. f(x) = pa 


— b222 
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1 1 1 
R. Avem glx) = — [== — E rezultind 


2b la — br a4 ba 
n/2 
Pa) = a DD CHLK! ah ph a*h+ pentru n = număr par 
— pey2yn+ 
(a b:x2) ari 
n—1 


e 
2 


NN n! pr y E Ds i 
Sia a > a ant! ph a pentru n = număr impar. 


(a? AIA b2q2)n+! 
h=0 


96. Să se calculeze derivata de ordinul n a funcției 


In x . 
[(1) = —, cu zre Rh, 
x 
R. Calculind primele trei derivate obtinem: 


LE) 


7 
- 


Ma =D nsr 0; Ma =(-1) = [mz- 1- zh 
x? a? 


1:23 1 1 
f(x) = (-1) —— (in AN PEPE 3) de unde se deduce cá 
xt 3 


2 


| 
[Ma = (1 E L x — í ine eul, mutase Jl 
pati 2 


n 


ceea ce se poate verifica si prin inductic (a se vedea ex. 91, ultimul rezultat). 


97. Să se arate că derivata de ordinul n a functiei 
| (x 
f(x) = x”7tet!? este (— 1)” o, 

g?" 


R. Se va folosi metoda inductici, presupunind mai întîi că afirmația este adevărată pen- 
tru derivata de ordinul (n — 1). 


T 
98. Se dă funcţia f(x) = x%e 4 si se cere să se calculeze f™(0). 


—1)'n(n — 1 
R. "X0; = dei 4 ARI pentru n > 2, 
a”? 


Să se calculeze derivatele de ordinul n ale funcţiilor: 
99. f(z) = 2” in z, cu z € R} 


R. Primele două derivate ale lui f(x) sint: 


f (2) = nr" (n z + 7). F (£) = n(n — Da [r z + 2 + : ) 
d n 


n— 1 
de unde se deduce că 


l ] 1 . e a ce au f 
[Oax = n! E x | +—+=— +... +] rezultat ce se poate verifica si prin inductie 
2 3 n 


combat. 
Altfel. Se poate aplica formula lui Leibniz: 


(1-00) = Cgo + Chut- do" 4 Cut" +... + Chu”), (1) 
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unde u si » sînt funcţii de x definite pe un domeniu comun, fiecare putînd fi derivați de n ori, 
ue si 00” reprezentind derivatele de ordinul n ale funcţiilor respective. 
In cazul de faţă, notind cu u(x) = x” şi v(x) = ln x, avem: 


u = nx", u” = n(n — 1)... u = nl 


1 1 n — 1)! 
DS De) pacea 0 o O E ne şi aplicind formula (1), rezultă: 
XT aq? a 
for) = (uw) = n! ng + n(n — 1) la: — + 
x 


+ n(n — i(n — Dar +. 08 |in +1 fine HF... + al 
q 2 n 


je — In: i 
169. fa) = E cu ze R}. 


R. Se observă că putem serie rf(x) = (1 + 2)? — in x, (1) si luăm derivata de ordinul n 
în (1), aplicînd formula lui Leibniz în partea întîi, iar în partea a doua se ţine seama că 


(1 + 230 = 0 (pentru n > 2). Avem au) + nf") = (—1) a 
x” 


Dar, derivatele succesive în (1) sînt: 


1 
aa) + Ra =21+0——, 
XT 


mr f Li 1 
zi (1) 42 (1) =24 —, 
q? 


9 
af w 3D H- A, z 
x? 
n (— In — 1)! 
TACO + na = e 
qi 
2 3 
Mmultind cele (ri + 1) relaţii din (2) si (1), respectiv cu 1, —x = E, 
2 3 
bo.) (—1) £ şi adunind şi ambele părţi, rezultă 
— 1 n | 1 
fex) = Pl —In + 12+ ( + LA +... +] 
PTI > OS n 
101. f(x) = In(a + 2), cu a+ x>Q şi 
a + br a + bx : a 
g(x) = Iin ———, cu——— > 0 şi t # —' 
a — bx a — ba b 
2ab 


n T 1 g a a. , 
R. fina) = (—1)”+! no, Pentru g(x) se calculează mai intii g (x) = 
(a + x)” a? — b2a2 
şi apoi se ține seama de exercițiul 95, rezultind 


fina) = bin — 1)! pa EE PRA | 
(a + bx)” (a — bay 
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102. Să se calculeze derivata de ordinul n a funcţiei f(x) = cos ax si sá se 
deducă din aceasta derivatele de ordinul n ale functiilor g(x) = sin?a2 si 
h(x) = cos? z. 


R. Avem f'(x) = —a sin ar = a cos G + 5) i 


f” (ax) = —a: sin (e + a = a: cos E +2 a si, în general, f(m(a)= 


e 


= a” cos G +n = i (1) 
2 


relația (1) fiind adevărată pentru Vn € N, ceca ce se poate demonstra derivind încă o dată 


în (1). 
Pentru g(x) si A(x) se trece de la puteri de cosinus şi sinus la cosinusuri de arce duble: 
1 1 ; 
g(x) = — (1 — cos 2x) şi A(x) = — (1 + cos 21), apoi se fine seama de derivata de or- 
2 2 


dinul n a lui f(x), obţinindu-se g”(x) = — 2% cos gi + n =) și Mia) = 2"! [sos 21 +n Sl 
2 2 


103. Sá se calculeze derivata de ordinul n a functiei f(2) = (arcsin 2%), pen- 
tru valoarea particulară r = Q. 


2 arcsin q 2x arcsin : 
R. Avem f'(x} = unire EN cu x € (—1, 1) si f(x) = z bat AA (1) ] 
Vi a la Va — ry 
dar din (1) se deduce (1 — 23) (x) — rf (x) — 2=0, (2). 


se derivează de (n — 1) ori relația (2), folosind formula lui Leibniz: (pentru cele două pro- 


duse) şi se obține: 
(1 — aya — 2n — Daf) — (n — Def Da) = 0, (3) 


şi fácind în (3), x = 0, rezultă f+D0(0) — (n — 193/47 240) = U, adica; [(%%:0) = 0, pentru 
n = par si FONO) = 2*22-4?2...(n — 1), cind n = impar. 


104. Se consideră funcţia 


a TEA x e RN) 
¡E 
0, r=0 


ŞI se cere să se studieze continuitatea si derivabilitetea în punctul r = 0. 


a . : ; i EEN : iu al 
R. Fie un şi arbitrar x, — U (x, ZU). avem [(z,) = 1, SIN — și ad=; Y, sin — IS 
n 
e | 


X, | Y 
< [2,1 >0 si in consecință f(z,) —>0, rezultind din aceasta că funclia respectivă este con- 


tinuă in origine. 


1 ] 1 2 
Derivata este f(x) = sin — — —cos—: fie şirul x, = ————— care pentru n= o, 
A x Y (2n + Dr 
22 + Da (2n + 1)7 on + l)n E T 
z, — 0. Avenf (x,) = sin Cr — Ce eu a li = sin [ns + =) =(— 1)”; 
2 2 2 2! 


rezullá că dacă n = 2k, f (2,4) — 1, iar dacă n = 2k 4 1, FP (Lay 1) — —1 şi în consecintá Munc- 


tia f(a) nu este derivabilă în origine. 
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Să se cerceteze continuitatea si derivabilitatea funcţiilor, în punctele 
menționate : 


105. fa) = |x? — ate”. în punctele z = —1. t=0, 2= 1, 
R. Funcţia este continuă în punctele respective, dar nu este derivabilă în z= —1 și 
tel 


q" sin=, dacă e RX0) 
106. f, (1) = x 


O , dacă z = 0, 
în punctul x = 0, cu n =Q, 1. 2. 3. 


R. f(x) este discontinuă f,(x) este continuă dar nu este derivabilă, f,(1) are derivată dis- 
conlinuă în origine, iar f,(x) are derivată continuă in origine. 
Bor ¡ti+1d o, 
107. f(x) =lIn———, în punctul x = 0. 
(1 — 1) 
R. f(x) este continuă in x = 0, dar nu este derivabilă in acest punct deoarece fa(0) = 9 
si [4(0)=1. 


1 


108. f(2) = |x + 1] arctg , În punctul t = —1. 
t — x? s 
R. Funcția este continuă pe RN {0, 1} dar nu este derivabilă in x= —1 deoarece 


f= D # fa—1). 
105. Se consideră functia 
1 


fa) =] € Y. pentru 1 € (0. 00) 
O, pentru xr € (— œ, 0] 


Şi se cere sá se precizeze dacă este derivabilă de două ori pe R. 


Lă Lă 1 TS AAT Lă a . 
R. f0) = 0, fı = —e ©, dar lim fa(2) =0 (regula lui l’ Hóôspilal) : 
x? 


20 
1 . 
PA ae ai 
zi x? 


şi lim fa (a) = 0 (se folosește tot regula lui l’ Hospital), fiind deci derivabilă de două ori pe R. 


dos Q 


1iv. Sá se studieze continuitatea si derivabilitatea funcţiei: 


a) = Sai pentru ve RN{— 1}, 


0 . pentru z = —1. 
H. Problema continuității si derivabilitáfii se pune în punctele z = —1 și x = 1 (unde 
modulii au valoarea zero). Se va constata că funcția este continuă în punctele x = —1 și x = 1 
dar nu este derivabilă în aceste puncte, deoarece [(—1) = œ fa(—1) = — o, 


, ] F 
1) = -—- —, 1) = 
f(t) In 2 a n2 
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111. Dacă 


| - , pentru t < 0, 
ix + b 
fz) = 


——, pentru z > 
— p d 


să se determine numerele reale a si b astfel încît funcţia f să fie continuă şi 
derivabilă pentru x = 0. Funcţia f astfel determinată este derivabilă pentru 
orice x e R? 


R. Din l, = la =([(0) si [;(0) = fa(0), rezultă a = —9 şi b = 21, f(x) nu este deriva- 


bilă ìn £t = 


ES 


112. Sá se studieze continuitatea si derivabilitatea funcţiilor: 
A 
e lr. pentru ze R* 


f) = 


0 , pentru z = 0 
(+ 
aa) = Ha + 193 Mel 7, pentu ze R* 
0. pentru t = 0, 
R. fx) nu este continuă în x = —1, dar este continuă în x=0 şi v= 1. Deoarece 
, Li . . . Li ) , 1 SÓ 
F¿(0) = f¿(0) =U tuncfia este derivabilă în 0; cum f¿(1) = — — şi fy(1) = — , rezultă că nu 
Y 2e 
este derivabilă în 1. Pentru g(x): l (0) = 1 si /¿(0) = 0, în consecinţă funcția nu este contie 
nuă și deci nu este nici derivabilă in x = U. 


113. Se consideră funcţia 


a 
Y 
/ zxpi — bx 


, pentru z € (— œ, — 1), 


fa =] e , pentru x = —1, 
sin a(x + 1) 


, pentru x e (—1, i 
tg b(z + 1) P ( 9) 


unde a, b c E R. 

I° Se cere sá se găsească relația între parametrii a, b. c astfel încil f(x) 
să lie continuă în x = —1l. 

2” Să se cerceteze apoi derivabilitatea funcției respective, a, b, c avind 
valorile determinate la pct. 1°. 


a ; A.A eia 
R. 1° Pentru — = ¢, funcția este continuă în r= —1. 
b 


2° Funcția nu este derivabilă în t = —1. 


114. Se dă funcția f(x) = ze? şi se cere să se verifice valabilitatea de apli- 
care a teoremei cresierilor finite pe intervalul [0, 1], determinindu-se punctul 
x = ce (0, 1) care verifică teorema sus-mentionatá. 
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10); 16.0) i 


Fig. VI — 114 


R. Pe intervalul [0, 1] f(x) este continuă si derivabilă, deci există cel puţin un punct de 
absuisă x =c pentru care avem: 


(1) — f(0 
10) — 10) = f" (0), <> l = (1 + C), (1) 
1-0 
: i e : 
Determinarea lui c din (1) se face cu ajutorul graficelor f,(c) = —— și f.(c) = c€ date 
biy 

în figura V1-114 din care rezultă că c e (0, 1), ceca ce demonstrează problema. 

Să se studieze variaţia şi să se reprezinte grafic derivatele următoarelor 
funcţii : 


115. f(z) = HG + z — 6) V3 F 2z a p4 arcsin 7 


R. f'(x) = (x + 1) y3 + 2x — 2? 


Graficul este arătat în figura VI-115. 


Fig. VI — 115 Fig. VI — 116 


116. f(x) = AOS — a) Ya? — r? +- = arcsin =, dacă a > 0. 


R. F(x) = xr? ya — at, 


Gralicul este arătat in figura VI-116. 
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Fig. VI — 117 Fig. VI — 118 


| — IR. 
116. f(x) = -ayi pa ~= In pa 


R. f (1) = i d, Graficul este arătat în figura VI-118. 
VI +r 
119. fæ) =- Linz + Dina? — r 1) pf arctg E. 
3 6 V3 V3 


R. ax) = . Graficul este arătat în figura VI-119. Curba punctatá nu trebuie luată 


a + 1 


în considerare, fiindcá funcția f(x) este definită pe mulţimea (—1, 00). 


id E E 
A 
i | 
/ 
po 
/ 
JI | _Max 
Pa | "is 00 
P 
A E, APP + — E 
10) | IO x 
| 
| 
4 | 
| 
| 
Fig. VI — 119 
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Fig. VI — 120 Fig. VI — 121 


f(x) = VAT ~ T- TE a i) 


2 


T 3 
sade E —. Graficul! este dat in figura VI-121. 


Vaz + +uxu+1 


Sá se traseze graficele functiilor : 


R. f(z) = 


122. f(x) = Et zi dl 


r Ua l Pp 1) = 


N. f(x) MN 
(1 — 1) (x — 1) 


y =x +3 asimptotă oblică, x = 1 asimptotă verticală. 


Tabloul variației: 


T 


o 


— 00 —] 0 1 3 4-0 


ral + + +0 === - 


tz) | — 00 A 0 N — N —o0 +o N 8 A +2 


(max) (min) 
f” (x) Amme nn mar? — 
Graficul este dat în figura VI-122. 
— 1) 
lje a) A al, 
/ f(a) a a ala 
x — 1):(z +5 
R. f(z) = Bea aie A as sensei , z = —1 asimptotă verticală, y = x — 5 asimptotă oblică, 
(x + 1) 
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(30) 
—D—— 


Fig. VI — 122 
Tabloul variaţiei: 


x — 00 —5 —1 0 
| 
A E 
| 
-3 | 
fx) TO Z E 09 | 7 A —1 
t 


Gra:icul este dat în figura VI- 123. 


124. fa) = ia pă ză 
(x — 1) 
R. Graficul este dat în figura VI-124. 


Fig. VI — 123 


1 +o 


+ + 0 4 ++ 


Fig. VI — 124 
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Aa — 2)? 
E As O i rai 10) 


r’ 


Tabloul variației este: 


| T | = 0 0 2 6 — 2 3 6 ü + 1753 Hoen | 
Fa) | i RR | —-— — — 0 + + + + + 20 = = = - | 
! —— 

| 
| Tux) | U N — JD | +00 N 0 Z A A DF N E 
rw | "e | Ho + + + +0 - ---04++4 


OÍ  mn20) 
] 
Fig. VI — 125 Fig. VI — 126 
126. fía) = ==. 
r: — 1 


R. Graficul este dat în figura VI-126. 


R. Asimptote verticale t = —2, x = 3. 
Asimptotá orizontală y = 0 la ramura spre — œ. 


Tablow variației: 


A, 
Ye 
(-2,0) (3,01 x 
Fig. VI — 127 
(1 — 1 
128. f(x) == 2: E TE e 
y da: + 22 +i 
3 7/7). SI 
N. Punct de masim M4 | ASS puncte de minim: 
( 8 A E | i 3 
m, poa —= |, m:(1. 0), puncte de inflexiune cuprinse în intervalele | —1, — —j si 
V3 4 
3 , | 9 9 
— — Of Asimptote oblice: y = tT — —, p= — i1 4 —. 
4 4 4 


Grulicui este dat în figura VI-128. 


Fig. VI — 128 


129, [)=a| zi 


3r + 1 


Să se găsească apoi ecuația tangentei în punctul de abscisă x = 1. 


N. Tahlon! de variație este: 


Ecuația semitangente: în runctul de abscisá a = 1 este x= 1, 


Guaf.cur uste dai în figura Vl-129. 


Fig. VI —129 


130. f(x) =| Lol i 
m: + 1 


R. ze(—oo, —1]|J[1, œ) Graficul este dat în figura VI-130. 


Fig. VI — 130 


132 


Tabloul de variație este) 


NM CI 


131. f(1) = xf + |3x* — 4]. 
R. Graficul este dat în figura VI-131. 


Fig. Vi — 131 
Tabloul de variaţie 


zx — 0 -21Y3 0 2/13 | 4+ 00 
| A 
f (2) | A | do E E TOA A o A E 
| | 
f(x) co sx 16/9 A 4 y 16/9 7 00 | 
132. (1) ==, 
El ; 


R. Graficul este dat în figura VI-132. 


Fig. VI — 132 
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Tabloul de variaţie 


x | — 00 —2 0 2 00 
Pz) | O SA + + t + e 
| 
f(x) | + 00 Ny 0x — 00 | — 00 A 0 A + 00 
Ei T A o 


133. fía) = 2 E a 


R. labloul de variaţie 


Y 
| 
8 
| 
8 
N 
O 
N 
+ 
8 


fix) | — 00 7» —4 


graficul fiind dat io figura VI-133. 


Fig. VI — 133 


i3 a= a 8 


[x — 1] 


R. Graficul rezultă din tabloul de variaţie 


- 


x — 00 — y3 —1 9 1 y3 "+00 


s 


ro | -== 0 + + 1-04 +| 


= 


| +o N —3V3 7 40% yoz œ | co 3/37 +00 
| 


fix) 


bisecloarele axelor de coordonate fiind asimptote oblice ; figura Vi 134. 


134 


N 
N d 
| NM 
AN | 
IN 
Dy 
| 
| 
(-V3,0) (-10) jO 110) (V30) * 
| 
Fig. VI — 134 
T A Ix] 
135. f(z) = —=—— şi g(x) = —- 


Å e 
— x*| 


Vi — 2*] Vi 


R. Graficele respective sînt date în figura VI-135, n si 3, 


Fig. VI— 135, a Fig VI— 135 b 


136. Fa) = Via h g(x) En y 11 = a4| 


N. Graficele celo! două funcţii sint date In figura VI-136, a si b. 


Fig. VI — 136, a Fig. VI — 135, b 


AE RI 
TT E 


137. f(x) = Vx(z — 1) + Vz(z + 1), /9(x) = Ya — t. 


i. Graficul lunctiei f(x) este dat în figura V1-137, . . al lui g(x) în figura VI-137, b. 


Fig Vi-— 137, a 
138. f(x) = Va + ?- Ya —a?. 


R. Gralicul este dat în figura Vl-138. 


Fig. VI— 138 


in x 
na +l 


139. f(x) = „z>0, pp 


R lim f(x) =1, lim f(x) =1, y = 1 asimptotă orizontală, z = 


Zu Tr > Y 


Graficul este dat în figura VL 139. 


Fig. VI— 139 


136 


€ 


Y 


Fig. VI — 137, b 


asi lola vatra tă. 


„140. f(x) = In(3 + |2)). g(x) = zIn + lel). 
R. Graficele celor două funcţii sint date în figura VI-140, a și b, 


y 


PPP o a, am- 


Fig. Vi — 140, a Fig. VI — 140, b 


1 


141. (0) = z — Inlel, G = LL, 10 = a 


R. Graficele funcțiilor sînt date în figurile VI-141, a, b, c, 


Fig. VI — 141, b Fig. VI— 141, c 


149, fía) pe myrr si ga) = In ta 


in r— r lu a — r? 


LK. Graficele celor două funcții sint date în figura VI-142. 


| 
| 
| 
i 
| 
l 
l 


— p —— p O 


Fig VI — 142 Fig. VI — 143 
145. Sá se studieze si să se reprezinte grafic funcția 


uo) = 2 + yı + ln |z]. 
: în ta aa 1 [1 ] : ; 
R Domeniulde definiție; ze | — œ, — — UI—, col: graficul este dat în figura V 1-143, 
e | € 
144. Să se studieze şi sá se reprezinte grafic lunelia 


o Mi t-l 


0 Te 


R Funcţia este definită pe RN {—2; 0) si este continuă si derivabilă în punctul z:= —1, 


Tabloul este de variaţie 


a les —(e* +1) — (e +1) — 32 —1 0 e—1 er—1 +. 

—— E 
f(x) ra | — — 0 + + 0 — | = 0 + + + + 
f(x) | CO N min 7 ce cd UL- +90 mín 7 +70 
fa) SS E AE p a | SE e | E DE E sa = 


graficul corespunzător rezultind din acesta. 
145. Să se studieze şi să se reprezinte grafic funcţia 


In |z] 
-1 lati i 

[mie LA gann dal o; Sp 
x)=, m la 1+1 l € E 


e e=0 


138 


ad 


, , SE 1 1 ist ci, 
R. Funcție pará; se pot studia numai intervalele 0, lu tza tabloul de variație 
e e ! 


corespunzátor fiind 


N 
z 0 1/e fe e +0 | 
| | s | 
F’ (2) | + + | 0 = 250 + + T +] 
l 3 
[(x) e E wS | De de pp 9 A 
i V e 


LS R < A A : ly 1 
gralicui complet rezultind prin luarea in considerare şi a | — 00, —-- U[-20) . 
e e 
1 


1146 flx) = re * 


KR. y = x + 1 este asimptotă oblică; graficul este dat în figura VI-1460. 


Po 


1 A 


147. f()=lx- 1) e”, (a) =le FTT, 


R. Graficele celor două funcţii sint:date în figura VI-147, a si Ł. 


PrFarcto e 
esorcio'-e) 


i ` 
| 
/ 

/ N | 

I Sa | 

Pá N | 

zZ | AS | | 

Y N i 

4 | EN |; | 

Fig. VI — 147, a Fig. VI — 147, b 


[9] 
(43 
e 


— 


148 flr) = re il. 
li, s= KN {1}, dreptele y = 41 sint asimptote oblice; graficul este dat in figura V1-148 


Fig. VI — 149 


lrz—11ł — |r — il 
149. f(x) = (22 + De . gl£) = (1? + De i 


R. În figura VI-149 sînt date graficele celor aouă funcții. 
J 
a = 1 
150. f(x) = ST eat, 
+1 
R. Tabloul de variaţie este 


ra |+ + + ]o--o++o + + ++ +0 
f(x) 1 A ES 0 y mia A o| -0 7 9 7 1 


iar graficul este dat în figura VI-150. 


Fig. VI— 150 


140 


1 
151. f(z) = |1 — x] 7. 


R. Tabloul de variație este 


Fig. VI — 151 - 


T 


Y 152. Se dá funcţia f(x) = gral si se cere: 


19 Să se traseze graficul. | 
2 Să se calculeze funcţia inversă f-*(x) trasindu-se şi graficul acesteia, 


BS „peilru x e [9, 00) 
R. Din f(x) = 


ar ATi „pentru ze(— oo, 0) 


In: $ In r 
Ar , Pentru x€(0, œ) și fa) = — A 


rezultă că avem: f(x) = , 
inx-=— 1 lna r 1 


ale căror grafice sint date în figura VI-152. 
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ÎL N — — —— —— 


- 
— 


477 

¿10Í 

| e | | S, | 

| ze, il 

pm N 

e zi | Voy 

Z a EN E 

|| \ 

d | E | 

¡ Mo | 

o] Vi 

l E i 

| | l | 

| d] } 

Fig. VI — 152 
Să se traseze graficele funciiiler : 

153. f.(2) = zel?! falx) Z (x? A 1ye! «—1| 
f.(1) = (1 — 1)e! 771! fa(x) = (1% — pel FAL, 


fala) = (a? — 1e! 771! 


R. Graficele respective sînt date în figura VI-153, a, b, c, d, e. 


Fig. VI— 153, a Fig. VI — 153, b 
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X 


/ ide! 


Fig. VI — 153, c Fig. VI— 153, d 


Fig. VI— 153, e 


"154 f(1) = e(a — 5r + 7). 


R. Tabloul de variaţie este 


z | — 00 0 1 2 + 90 

PD | + fe ae d g O e O A A 

f(x) 0 A Y » 3e N e 7 +00 
A A AA A AR IRENE, 


graficul lrasindu-se cu uşurinţă (fig. VI-154), 
143 - 


Fig. VI — 154 


z|”, pentru rx +0, 
i55. w= E a 


, pentru z =Q. 


R, Tabloul de variaţie este 


wr graficul este dat în figura VI-155, 


Fig. VI — 155 


Få 
< 


a . 1— L= 
136. f(x) = arcsin eN g(x) = arccos Zi 


J l+x 1 -4-x 


R. x € [0, co) graficele celor două funcții sînt date în figura VI-156,; 


144 


SA Y 


Fig. VI — 156 


| 361. f(x) = arctg T 


R. ze R\N {+1}; tabloul de variație. 


£ — 00 = Pa o 1 00 
f(x) | + + + | $ + + + + + + 
| 
E EL 0 d 2 FP 0 
w YA e ja 2 bară 
¡IE OD N RC INI IC AA 
2 1 
| 
: F58. f(x) = arctg n 
y x? — 


R. Gralicul este dat în figura VI-158. 


Fig. VI — 158 


159. f(x) = arccos 


Vx 
la 
dat in figura VI-159, 


R. Din —1 < 


2 


Jys Le . i 
< 1 rezultă ze e — E U [E P o |; graficul este- 
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169 f(x) = cos Er Vx). pentru x e [0, 9]. 


R. Tabloul de. variaţie este 


r | 0 1 4 9 
Es | | Za E a. 5) E + Ta G a e a 10 
fix) | 1 N —1 7 1 N —1 


AAA 


ias graficul este dat in figura VI-160. 


Fig. VI— 160 


16a. jx) =sin2r — 2sinx, ze [0, 27]. 


R. Tabioul variaţiei este 


27 Ar 
0 pad ae 
T | 3 Tc 3 27 
Po | U = E A E + + PD — — — — 0 
| —3V3 3V3 
A) | y N a 2 0 7 an NX 0 
-> 2 


(277.0) 


Fig. VI— 161 
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| 
| l 
| 
aa >< | | 
| 
| 


| KTO) JE V270) * 
| 

| 

| 


| 
| | 
'0-2) | | 
| 
| | 
| | 
| | 


Fig. VI — 162 


R. Graficul (fig. VI-162) rezultă din tabloul de variație: 


f(x) | | OC + N 2 A +e; =0 A 0 N ao 


163% :(2) = cos 2x + sinx si y(1) = cos 2r - sinz. 


R. Graficele celor două luncju sint date in figura VI-163. 


Fig. VI — 163 Fig. VL — 164 


164. f(x) = sin 2z + cos x. g(x) = sin 2x — cos zt. 


R. Graficele celor două funcții sînt date în figara VI-164. 


147 


165. Să se studieze si să se reprezinte grafic functiile: 


l s A o TO 
no = LE lao A p= | 2), 
1 + lla + 2 lx — 2y 


e eo ad —= 1 a — 1) T a + 1) 
plo =Y E, fa) = De fala) ¿> MUS ¡> 
Va +1) Vi+a Vta 


Fig. VI — 165, c Fig. VL — 165, d 


Fig. VI— 165, e Fig. VI — 165, £ 


f 
A 


Fig. VI — 165, g 


R. Graficele corespunzătoare sînt date în figura VI-165, a—g. 


x—1 1 x? 


166. f,(1) = —, eee, hae T ETE pa T 


a 


fs(1) = Le, 


R. Graficele corespunzătoare sint date în figura VI-166, a—e. 


y 


MIN 


| 
| 
| 
| 
| | 
a E/VeVe) 


Max(2V8) 
(ON) TAR 


(1,0) 
| 


Fig. VI— 166, a Fig. VI — 166, b 


(10), 3 (20 
2 
| ) 
| | 
| | i 
Fig. VI — 166, c Fig. VI — 166, d 
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] O 
l-50) | 


Fig. VI— 166, e 
1 
167. [() = (£ — De + le + A fala) = (1 De", 
[3(1) = E e”, fía) = ez, 
a+ Va +1 a+ 1 
R. Graficele respective sint date in figura: VI-167, a—d. 


== 
SS 
rig. VI— 167, a 
y 
_Me / 
NS > 
O 2 | lo 
Y 
| min ` 
Pig. VI — 167, c Fig. VI — 167, d 


lx zr 


, fx) = ES a > 0, fala) = i de aj 


r? 


180. f(a) El 


R. Graficele corespunzătoare sînt date în figura VI-168, a—c. 


Fig. VI— 168, a Fig. VL — 168, b 


Fig. VI — 168, e 


169. Să se studieze si să se reprezinte grafic funcţiile: 


. (1 +x TAE 
x) = arcsin ———, q(x) = arcsin(2x“ — 1 
f(x) ER g(x) ( )» 
, . 4 — 3r’ 
h(x) = arccos A 
r’ 


R. Graficele funcțiilor respective sint date in figura VI-169, a—c, 


1.0) |O x 


Fig. VI — 169, a 
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SS 


~I 


TLL 


IS T 
(0-5) 


Fig VI — 169, b Fig. VI — 169, c 


170. Să se traseze graficele funcţiilor: 
f (a) = 22 — 22, fala) = 3? — a. 


R. Graficele corespunzătoare sint date in figura “Vl1-170, au şi b. 


Fig. VI — 170, a Fig. VI — 170, b 


171. Să se traseze graficele funcţiilor: 


n. Graficele corespunzătoare sînt date în figura VI-171, a şi b; 
172. Să se studieze şi să se reprezinte grafic funcția 
fa) = 671" Ysin az, cind a e U[2km, (2k + lz} kez, 
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Fig. VI— 171, a Fig. VI— 171, b 


R. Funcţia nu este derivabilă în punctele de abscisă 2=kx, k E Z; graficul lui f(x) pe 
intervalul (— 4r, dx] este dal în figura VI-172, 


¿Tx BN ¿Tx 


Fig. VI— 172 
a / i Îi al i NN 9 
173. fa) = | cost x — — cos“ t + — + |/ cost x — — cos" + —. pentru 
2 16 2 16 
az e Ju, 27). 


| 1 
R. Avem f(x) = | costx — H + | cos? r — a . 
4 4 


174. fo) = să a și g(x) = |cos z| — |sin x| + 1. 


1 — jsin z | 


R. Graficele respective sînt date in figura VIi-174, 


175. Se dá functia 


[cos 


fa) =: 
a l|. pentru |z| > 1 


si se cere: 1% Sá se studieze derivabilitatea. 
2 Sá se traseze graficul lui f(x). 


R. 1° Funcţia este derivabilă pe RN{—1, 1}. 


2° Graficul este dat în figura VI-175. 


y 


| 
| 
Y 
Hip) 9 (10; i 
fay VI— IH Fig VI — 175 
y (76. Se consideră funclia 
t- r+ i, ze(—oxo 0, 
] 1) = i T 
QH f(x) usina E b cos x x efb, El 
2 
R si se cere : 
(7:0) |” Să se determine constantele a s > 
jO i | 7 astfel ca f(x) să fie coniinuă si derivabilă pe 
N tot domeniul său de definilie. 
N di, 2° Să se traseze graficul tunctiei res- 
2 pective, a şi b avind valorile determinale 
la Y. l 
Fig VI— 176 R. 1° a = —1, b = 1. 2° Graficul (fig. VL-176) 
rezultă din tabloul de variaţie 
| | 
A | — CD 0 Tid zi 2 
/ | i 
¡ES | E = = Es sab da ea Sa Sa — = ES | 
AA AA i 
| | 
nz) | 200 N 1 N 0 NX — 1 
— -m sii, 
Pe e pe e AA 


117. Se dă luuclia 


(In? zx, pentru x e (0. el. 


fii) = | 


ax + b. pentru ze (€ 0) 


3 onp >» o RN bip , 1 ` Dios Ya O bu a Dă 3 GC EX 
Și se cere: 1% Să se determine a şi b astlel incit f(x) să fie derivabilă în e. 2° Să 
se traseze gralicul lui f(x), a şi b avind valorile determinate la pci. 1%. 


p> 
o: 


It. 12 a = — , b= =Z, 


2° Graficul funcţiei este dat în figura V1-177. 


Fig. VI — 177 Fig VI — 173 


A 


. 173. Se consideră functia 


' 
U 


ax” + bx + 1, pentru x € [- Co, — =), 


f(x) = sm sin x, pentru ze E žl, 


T. 
dx ba — 1, pentru x e ea o] 
(2 
ȘI se cere: 


P Să se determine parametrii a, a', b, b' și m astfel încît funcţia să fie 
continuă şi derivabilă pe R. 
2" Sá se traseze graficul lui f(x) cu parametrii determinaţi la pct. 1° şi 
773 
R. 1 a = —a, b= an, bé =ar, m= — a — 1, a=arbilrar. 
4 
2° Graficul functiei este dat în figura VI-176 în care s-a lual u = 4. 


179. Se consideră lunclia 
In 2 — 1%, x e [—1, 1), 


f(x) = s aw + b À 
D z e(— œ, —1)U (4,0) 
gxt 
Și se cere: 
P Să se determine constantele a si b astfel ca functia să fie conlinuă si 
denvabilă pe R. 


de . ax? + p JIN — T?) Ñ , a 
2 Săse calculeze lim | ——— , unde a și b au valorile de la pet. F. 
al g 
>] 


5 $ . . . A . 3 e A O 
3” Să se traseze graficul lui f(x), a și b avînd valorile determinate la pct. 1”. 


R. 1° u = —1, b = 1. 20 1. 3° Graficul este dat in figura VL-179. 
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Fig VI — 179 Fig. VI — 180 
186. Se dá luneţia 


ale + 29 + bp £ e (— o —1), 
[(1) = ¿e? y, Te[—1, 1) 
a(t — 2) + ba xz € (l, œ) 
sj se cere: 
1° Să se determine constantele a,, bu, dz bz astfel ca f(x) să fie deri- 
vabilă pe R. 
2” Sá se traseze graficul funcţiei f(x), 41, a» bu bz avind valorile deter- 
minate la pct. 1. 
R. 1° nia, 2 EA 
Je 2 
2° Graficul este dat in figura VI-180. 


181. 1° Sá se studieze si să se reprezinte grafic funcţia f(x) = a eR 
a 4 2 


unde a > 0 si k > 0, 

2° Sá se determine apoi a si k astfel încît: 

— asimptota oblică a curbei să fie paralelă cu bisectoarea întîi a axelor 
de coordonate; 


— distanţa dintre punctele extreme ale funcției să lie egală cu y20 k. 
3° Sá se găsească punctele de pe curbă si- 


y tuate în cadranul II în care se pol duce 
tangente la curbă paraleie cu bisectourea a 
| VA doua a axelor de coordonate (a şi k avind 
| AN . A. o 
| pe valorile determinate la 2”). 

f X 
v(x + 2k : 
a o E R. 1° Derivata f'(r)=a di A asimptota 
lab x (2 + k) 
l / oblică y = mz + n, unde 
L 
A m = lim e = a şi n = lim [f(x)— aa] = — ak 
7 zoo T 1— co 
¿e şi deci 
Fig. VI— 181 y = a(x — k): 
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Tabloul de variație este: 


£ | — 00 — 2k —k 0 CO 
f(x) | E $ E O. e, S | i A MAA A 
fex) | — “0 A —dak N — © | +0 + 0 A + 0 


iar graficul este dat in figura VI-181. 2° a=1, k=1. 3° (2 E y2 ). 
vz. I? Sá se siudiuze şi sá se reprezinte grafic functia 


[(1) = 


a: — 3ux + 2a* 


x+ k 


unde a >0 si k> 0. 

2” Sá se determine valorile lui k în funcţie de a, astfel ca tangentele la 
curba respectivá ín punctele de intersectie ale acesteia cu Ox sá formeze un 
unghi de 45°. 

5 Să se reprezinte grafic funcția ce se obţine cînd k are valoarea algebrică 
cea mai mică obţinută la 2°. 


R. 1° Tabloul de variaţie al funcţiei este: 


Ai 2a +< 


x fap 70 A + 


Lt A A A o e o e 5 a aia 


x’ 2kg — 3ak — 2u? 
derivata întîi fiind f'(x) = AA iar rădăcinile acestela xi, g= kk 


(1 + k)? : 


$ Vi: + sak + 2e. 
Asimptota oblică are ecuaţia y = x — (3e + E). 


2° — 3° k, = A, k, = — 2a. 


183. Să se studieze si sá se reprezinte grafic ïuncția 


a 
NO = —, k>0. 
z? + k 
Se vor considera separat cazurile a > 0, a <0. 
2° Să se găsească funcția inversă f(x) trasîndu-se și graficul acesteia 
(luîndu-se de asemenea în considerare cazurile «> 0 si a < 0). 


3” Sá se găsească punctele comune ale funcţiilor f(x) şi f(x), în cazul 
particular a = k = 1, 
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N. 1° Cazul a > 0. Primele două derivate sînt 


= k — 2 
Piz) do şi aaa q. 
(x? + k)? (x? + y 
iar tabloul de variație este 
k k 
T | — 00 = 3 0 | + 00 
i (a) | + + + + 0 ae = SES, = FE 
3 a 
a) | 0 A A pa N N 0 
SS 
t (a) | + + ZH + 0 — — — — 0 + + + 


Pentru 4 < U tabloul de variație se deduce din precedentul. 


2° Hp M=+ E = ea corespunzător intervalelor respective. 


x 
3 : i | 1-—z 
3° Punctele comune sînt date de soluțiile sistemului y = ZET y = [=E 


de acesl sisten are o singură soluţie reală (2 0,68), care se obţine folosind teorema lu holle; 


pi | 
/ foy,a<0\. | Igo 
Z? tl! m N 
/ y/ N 
Fig. VI — 183 


În figura VI 183 sînt date graficele lui f(x) si f(x), precum și punctele de intersecţie res- 


pective. 


o . ar 5 
vi Se dă funcţia f(x) = ——— și se cere: 
r? + ez 


1° Să se studieze si sá se reprezinte grafic f(x), considerîndu-se cazurile 
a>0 şi a <0. 

2 Sá se determine apoi a în funcţie de k astfel încît prima bisectoare a 
axelor să fie tangentă în origine la curbă (în cazul a > 6). 

3” Să se găsească apoi funcţia inversă f-"(2), trasindu-se și graficul aces- 
teia (se vor considera ambele cazuri: a > 0, a < 0). 
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R. 1° Tabloul de variaţie al funcţiei f(x) pentru a > 0 este; 


C(x) | _ = = F O + + +40 = = -= = >= — 
0 [d] 0 a 0 
a) ` ETS 7 > ` ` 
pa) | Es a 0 + + Y + e. + + 
(inflexiune) (inflexiune) (inflexiune) 


Tabloul de variaţie pentru u < 0 se deduce din pre- 


cedentul. Graficul este dat în figura VI-184 (pentru | 
ambele cazuri a > U și a < 0). i IN 
$3) | y 
a 
2° Trebuie ca ['(0) = 1, sau —- = 1, de unde | H 
hz , 
y $ 
mæ mn n i 5/ O 
rezultă a = k?. În acest caz, avem: E 2 
, fi N... M-au, 
kx i 
fa) = — > | 
ai + k? \ 
y 
y 


Pentru k= 0 problema este imposibilă. 

3“ Se observá că funclia inversă se poate de- 
duce din precedenta printr-o rotaţie a axelor cu 909 Fig VI — 184 
in sens trisonometric. Se folosesc formulele: 

x = X cosg — Y sing, 


y = X sina + Y cosx, 


— aY 


rezultind r = — Y, y = X si deci X = ————-. Trasarea acestei funejii se face fără 
: y: + ke 5 
nici o dificultate, asa cum se vede în figura Vl-184. 
Br ð A” y . . v . . è J— T 
185. 1 Să se studieze şi sá se reprezinte grafic funcția f(x) = AA, 
y? — kx Ea 4 Je? 


unde u si k > 0, fácindu-se diferite ipoleze asupra relaliilor de ordine dintre 
a şi k. 
2” Sá se determine apoi a în funcţie de k. astfel ca ordonatele punctelor 


= aaa A 1 | 
extreme să verifice relația — + — = — 14a. 
yy Y 


3” Sá se determine apoi k asifel încît tangenta la curbă in punctul de 
intersecție a! acesteia cu Oy să fie paralelă cu dreapta 9r + 16y = 0. Sá se 
scrie ecuajia acestei tangente, k avind valoarea determinată mai sus. 
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R. 1° Derivata tntil este f'(x) = ia: A ale cărei rădăcini sint 1, . = 
(7: — Aka + 41?) 
= ü +4 ya — dak + 4k?. (1) 
Din (1) rezultă că dacă k < a < 4k. funcția nu are extreme. 
Considerăm următoarele cazuri. 
a) a< k. Pentru acest caz tabloul de variaţie este: 


| 

a | — 00 T 0) a k Y) 4k + 
| 

PE | 

tm i + +0 — - - — — 0 + + | + + 

E j 
f(x) U A mas N ma \ Vx —o00 |+00 yx min A bă Sl Z 0 
qk | 


Graficul este dat în figura Vl-185, a. 


Ko) Neko 


T 


x 
| | 
| 
| 
| 
Fig. VI — 185, a Fig VI — 185, b 
b) a = k. În acest caz avem f(x) = RE CER iar tabloul de variație este: 
4k — a 
| 
2 | — 00 0 åk + 00 
Pi | + + + + + | + + + 
A | | 
Fa) | 0) A =n 7 +00 — 0% 7 0 
4k 


iar graficul este dat în figura VI-185, b. 
c) k<a< 4k. Tabloul de variaţie pentru acest caz este: 


| 
ERE 
| 
Dx) | 4- + + + 
f(z) | 0 7 


iar graficul este dat in figura VI-185, c. 
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Fig. VI — 185, c Fig. VI — 185, d 


, tabloul de variaţie fiind: 


d) n = Ak. În acest caz f(x) = 


“— TI 
| 
T — 00 0 k ll | 
o 
Fx) | 5 T + T E | T 
| i A 
l | 1 | 
Fx) | O A E Z Ji + 00 | — 00 A 0 


iar graficul este dat-in figura VI-185, d. 


e) a > 4k. Tabioul de variaţie este: 


| x | — 00 0 k rA 4k a aj co 
f(x) | + + + 0 = = E 0 E H 
f(x) | 0 A e A +0 |- max N -o +0 yx 06 numin 7 0 


ar graficul este dat in figura VI-185, c. 


Fig. VI— 185, e 


1 
2% Avem L +— == 10k — 4a și deci 10k = —10a, a= —k. În acest caz f(x) = 
Y: Ys 
r+k 


A | 
x? — kx + 4k? 
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1 A 
3° Punctul de intersecție cu Oy este [o abr iar coeficientul unghiular al tangentei 
4 


si —9 E eA aa 
în acest punct este m = f (0) = —— ; trebuie insă ca acest coelicient unghiular să fie 
16k? 
: l A A 9 y 
acelaşi cu al dreptei 9x + 16y = 0, adică trebuie să avem — = — —, lle unde k= +1. 
16k: 16 


Rezullá că avem două funcții care. corespund problemei si in conseciulá vom avea două 
y . 


: pata l 
tangente ale cárer ecuaţii sint y +— = — — r. 
16 


186. 1° Să se studieze şi să se reprezinte grafic funcția 


a+ — 3a + 2u* 


a a >k. 
22 + 3kx + 2k” 


f(x) = 

2° Să se determine a în funcție de k în ipoteza că tangentele duse la curba 

reprezentativă în punctele de intersecție cu Oy şi cu acela de pe Ox a cărui 
abscisá este cea mai mare, fac un unghi de 90°. Caz particular k = 1. 

3" Sá se determine valorile particulare ale lui k în funcție de a, astfel ca 

f(x) să nu aibă puncte de extrem. Să se traseze curbele corespunzătoare. 

3x +4(k — aja — bak 


- care se anuleáză pentru 
(x? + 3kx + 2r”) l 


R. 1° Derivata este f'(x) = (a+ k) 


„ata — k) + VIE FIR F dal) | 
tip = See C ae) Cînd 2a*+5ak+2k* <U sau cind k e | — 2a, hol, 


f(x) nu are extreme. (1) 


Tabloul de variaţie este1 


x | — 00 —2k To — k U u Y, 2a œ 

f'(x) | + AR | + 0 — — — => o) + + 
` | ue | 

fix) 1 a +% —00 a max N pi +4%0 N ea y Us min 70 1 


Fig. VI — 186, «a 


| | | 
Max | i 
| | | 
| | | 

l 


162 


Bala + 1) 


Dk 


a? 
22 Tangenta în punclul [o a] are coeficientul unghiular m, = f'(0) = — 
k? 


far tangenta în punctul (2a, 0) are coeficientul unghiular m, = A au cae Din condiția 
2(a + k)(20 + k) i 


de perpendicularitate a celor două tangente 1 + mm, = 0. rezultă 3a* — Bak — 4k = 0. 
3° Valorile lui k in funcție de a, pentru care f(x) nu are puncte de extrem sint cele de la (1). 
z— a | 1 — La 


; iar cînd k = — — a, fax) = 2 : 
a — dan 2 21 — a 


Cînd k = — 2a, t(x) = 


Tablourile de variaţie pentru aceste două funcții sinta 


pentru f,(x) 


x | 00 0 a da 00 
| 1 | 
HAT) | ] N E Si U N — 00 | + 00 N 1 


pentru f(x) 


Fig. VI— 186, b Fig. VI— 186 c 


187. 1% Sá se studieze si să se reprezinte grafic, pentru 0 <z < 1 funcțiile 
y = mata? in 2. 
2° Sá se afle locul geometric al punctelor de extrem al curbelor de la 1°; 
3” Sá se reprezinte grafic locul geometric de la 2°. 
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R. 1° Primele două derivate sînt y" =m+1(Qlnzx+41), y” =2Inx + 3, de unde 
rezultă talbiourile: 


l 


| i | a eat: i 
ins 
q | g = 7 0 + + EA m 
z 
| 
| y | ii S m— D673: F TAER 
yl 
pentru m > 9073/2 
i | E 1 
y | îi 
i | g 7 m 
pentru 0 < m < 20791 
T | 0 z, = i 
d | EH os Y + 
| 4 | 0 7 max y min A m 


pentru —1l<msu 


i Ta 1 
d = PARA + + 
î | 0 xs min A m 
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pentru m < 1 


i | 
y | 
ý | 


Graficele corespunzătoare sînt date in figura VI-187, 


y | 
| 
| 
| m=<26% 
| 
| 
es | 
| EO 
: E. A A 
Fig. VI — 187 E > 


2°—3° Locul geometric al punctelor de extrem 'se află eliminind pe m între ecuaţiile: 
mr + r Inr =y 


maina + 1)=0, 


de unde rezultă 


y = =r] 4 Ina). (1) 
Derivind (1), obţinem: 
y! = —1(3 + 21In 2), (2) 
de unde tabloul de variație: 

| x | 0 esla 1 

y | 0. + 0 = = RE. 

y | 0 A ES e~? i —1 

2 


graficul corespunzător fiind trasat punctat în figura VI-187, 


165 


388. 1° Să se studieze gi să se reprezinte grafic funcţia 
2x In |z| 
fz) = 1 4+ r+ ——, 
1—az 
F(x) 
(1 a 
lui F(x) şi sá se deducá din aceasta variaţia lui f(x). 
3” Sá se calculeze limitele lui f(x) si f'(x) pentru xt >0 si x> 1. 
4% Se notează F(x) = kin |z| — G(x); sá se traseze cu ajutorul rezul- 
tatelor obţinute anterior curbele reprezentative ale funcţiilor w, = ln |z| 
şi w, = G(x). 


2% Se notează derivata lui f(x) prin f'(x) = Să se studieze variaţia 


R. 19—2* Funcția f(x) este definită pentru orice x 40 ṣi x 1, adică ze (—oo, U 
UV, 1) U (1, œ). 


21 ; y 2 In ja Fi P 
Avem f(x) = 1 + ETA + E + Ed E = Eu unde F(x) = (x — 1) 
l—az la (| — r} (1 — r} 


“) 
(x — 3) + 21n |z| şi F'(a)=—(a— 1) 


Tabloul de variație al funcjici F(x) este: 


x£ | — 00 —1 a 0 1 +00 
Ex) | îi — — — | T T 0 E n o 
F(x) + 00 SN 8 SN — 00 | —00 A 0 A 4-00 


F(x) se anulează pentru o valoare a cuprinsă intre —1 si 0. Tabloul de variaţie al func- 
fici“f(x) este: 


T | — 00 —1 a 0 1 4-00 
R 
f(x) | 1 + 0 Ea | ES ES | de. EE 1 
f(x) | 00 A JS wal N 1 | 1 N 0 0 A - 00 


3° Cind x — 0, f'(x) Y F(x) % 21n |x| > —%, 2Inx>0, f(a) > 1. 


E F! — “(a 
Cind rt => 1, _F (0) _ = i 1 — 0 şi deci f'(x) FA — 0 iar f(x) => 0. 
(x — 1)” x (x — 1) 


4° F(x) = 21n |x] — G(x), unde G(x) = (x — 1)*(3 — x); valoarea a care anulează pe f'(x) 
si dă un marimum f(a), este abscisa unui punct comun (altul decit x = 1) al curbelor, 


w (x) = 2Injz| şi 0.1) = G(T). 


Parabola y = G(x) trece prin punctul B(1, 0) unde tangenta la curbă are ooeficientul 
unghiviar m = 2; tangenta în același punct la curba y = 21n jæ] are acelaşi coeficient un- 


ghiular. 
În graficul din figura VI-188 sint trasate toate curbele corespunzătoare, 


Fig. VI — 188 


m 
, unde 


189. Fie (Cm) curba reprezentativă a funcției y =f(1) = z + 


x— 1 
m este o constantă dată. Se cere: 

1° Să se studieze variația lui y pentru m = 4 şi sá se construiască curba 
(C,) corespunzătoare. Sá se determine cele două asimptote ale acestei curbe 
şi sá se arate că punctul lor de intersecţie / este cenirul de simetrie a lui (C,). 

2° Pentru ce valori ale lui m această funcţie admite un maxim şi un 
minim ? 

3” Se intersectează curba (C,) cu o dreaptă (D) paralelă la z'z gi de ecuație 
y — a. Cíte puncte de intersecţie se obţin? Între ce limite trebuie să lie cu- 
prins « pentru ca aceste puncte să existe ? 

4% Dreapta (D) taie curba (C,,) în ge- 
neral în două puncte A si B ; să se găsească 
coordonatele mijlocului segmentului AB pe 
care l-am ro!at cu M şi să se deducă locul 
geometric al punctului M variabil. Sá se 
indice două puncte remarcabile ale acestui 
loc. 

5” Se dă funcţia y = (x? + 2x — 5)/2. Sá 
se traseze curba (C')a acestei functii folo- 
sind sistemul de axe de la curba (C,) şi să 
se arate că curba (C') trece prin punctele 
care corespund maximului si minimului pri- 
mei funcții. 

R. 1° Graficul curbei (C,) este dat în figura 
VI-189, centrul de simetrie este în 7 (1, 1). Într-adevăr, 
se verifică ușor că [f0 +a) +f — a)] = 1. unde 


- 


1 +a și 1 — a sint abscisele a două puncte simetrice 
fatá de I. Fig. VI— 189 
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2m=<0 şi ml. 

3% Abscisele punctelor de intersecţie (două) sînt date de ecuația zi — (a + Ir ap 
+ 4 = 0. Pentru ca punctele respective să existe trebuie ca « € (— œ, —3] U [5, 00). Locul 
esle dreapta 22 — y — 1 = care trece prin punctele de extrem ale curbei (C,). 

5 Curba (C”) este o parabolă cu minimul în (—1, —3) si trece prin punctul (3, 5). 


o uz . e. 4e .. ze p n 
190. 1 Să se studieze variația funcțiilor y, (1) = > , a 20, considerîn- 
e d 


du-se cazurile a <0, 0<a <i, a= 1, a>l. 

22 Să se arate că pentru_oricare din curbele reprezentative (C,) ale func- 
tiilor de la 1°, avem o asimptotă (D, fixă neparalelá cu Oy. Sá se precizeze 
pozilia acestei asimptote faţă de (Ca). 

3” Să se verifice că punctele de pe (C,) în care se pot duce tangente pa- 
ralele cu Oz sînt situate pe o dreaptă care nu depinde de a. 

4? Sá se discute existenţa punctelor de pe curbele (Ca) în care se pot duce 
tangente paralele cu (D) si să se arate că aceste puncte aparţin unei alte 
drepte (D>). 

Să se urate că abscisele punctelor apartinind curbelor (C4), în care 
pay = O, sînt rădăcinile (diferite de zero), ale ecuaţiei e“(2 — x) — a(2 + 
+ 7) = 0. 

y” Sá se discute apoi această ecuație. 

7" Sá se verifice apoi că punctele de inflexiune ale curbelor (Ca) sint, 
pentru a + 1], situate pe o dreaptă (D,). 

S” Sá se precizeze diferite forme ale curbelor (C,) după valorile lui a; 


R. i* Funcţia yu(a) este definită pentru orice x, dacă a <U și pentru orice x y Ina, dacă 


a > 1. 
, e? — a(x 1 
Derivala ra oer ls St (rădăcinile lui py! rezultind din intersecția grafi- 
(e? — q)! 
) PA 
celor corespunzătoare funcţiilor y = si y = a) 
+ 1 
Rezultă următoarele tablouri i 
pentru a<0 
T | — 00 0 + 00 
y | = —-— 0 + + 
| 
y | 0 N min 7 0 A + 00 
pentru 0O< a <1 
| x | — 00 In a 0 +00 
¡E 
| 
| y + + + + + 
| y 0 7 +œ =0 7 0 A +o 
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pentru a = 1 


x — 00 0 + co 

y de. E O + + 

y 0 7 1 A + 00 
pentru a>1 

T | — 00 a 0 In a | B + c0 


0 4 max y 0N =o] +o x min A +00 


a și 8 fiind rădăcinile ecuației y'(x) = 0. 


ze 
2° Aven Yalt) = = q£ + 
e? — a e — a 


si deei 


tim l7,(x) — 7] = 0, de unde rezultă că dreapta (D): y = x este asimptotă la curbele (Ca), 
T> 20 
acestea fiind situate deasupra acestei asimptote. cind a > 0. 
3° Punctele unei tangente paralele cu Ox se gásesc pe o curbă ce se determină eliminind 
pe a între ecuațiile: 
xe? 
” — alx + 1)=0,g9= 5 
e” — a 


Eliminarea lui a dá y = x + 1, adică o dreaptă (D,) paralelă cu prima bisectoare a axelor de 
coordonate. 


4° Punctele unei tangente paralelă cu a (D) sînt date de y, (1) = 1, adică e*(1 — i == 


Fie v(x) = e*(1 — x), de unde v'(x) = —a*? si tabloul: 
v | + + 0 — 
v | 0 A 1 NY — 00 


și din graficul funcției v(x) fig. WI-190 se deduce existența punctelor cerute şi anume; 
pentru a < 0: un punct de abscisá pozitivă; 

0<«<l1: două puncte cu abscisc de semn contrar; 

a> |l:nici un punct. 
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r A Te s : : l 
Eliminarea lui a între c*(1 — x) = a si y = — , dá y = 1 ccuația dreptei (D,) care 

e“ — a 
conține punctele considerale, 


z1 t UL ~ T 194 1 
5° Avem ya (1) = EL. | (rate) lia 3 apa ÎN : 


(e? — a)" 
2= qx y ar? y 
punem w(x) =P -—— de unde w = ——-- rezullind tabloul: 

2+a (24 
T | — 00 — 2 0 +00 
w' | = | = 0 e 

A o citarea aut 

w | 0 N — 00 | + 00 N 1 N — 06 


Într-un punct de inflexiune al curbelor (Ca), (a) se anulează schniubind de semn, aceste 
puncte sint date de rădăcinile simple ale ecuaţiei o(r) — a =0, (e? zu). 

Graficul lui w(x) permite să se precizeze că, dacă 1 

a < 0, avem două puncte de inflexiune; 

a > 0 (az 1), avem un punct de inflexiune; 

a = 1, soluţia r = 0 se elimină, căci anulează pe (e? — a). 


z 
Eliminarea lui a între ecuațiile (1 — 2)e? + alr + 2) = 0 si y = 


, conduce la ob- 
e — d 


Y š 
tinerea ecuației y = — + 1, care reprezintă tocmai dreapta (D,) ce conține toate punctele de 
2 
inflexiune. 


8° Curbele (Ca) sint reprezentate în figura V1-190. 


Ip bl 
E 
| A 
1 
| hi 
1 
| l 
| 
| 
| SA, 1 
(D,):y=1 LP z 
PP 
00 ql VS 
— o ae." EPS 
e zoo | i "Rig. VI—190 
Vu PA y 
(0 AD | 
y 
A | ` | 
gt | i | 
ON $ | DA | 
95 | yod 
\ | Vu 
~ 1 
IN ` | 
I `y 
| Yi 
| 


~ 191. Să se studieze si sá se reprezinte grafic funcţia 


f(x) = y 1 + z", pentru ze R şi n > 2. 


R Se vor lua în considerare n = 2k şi n = 2k + 1, unde ke Z’, graficele corespunzd> 
toare ind dale în figura VI-191, a şi b. | $ 


Fie. VI — 191. a Pig. VI — 191, b 
192. Sá se studieze şi să se reprezinte grafic f(x) = (x° — a")el*-“ unde 
a>0si nen. 


o R Se vor studia cazurile n = 2k $ u = 2k + 1, graficele corespunzătoare fiind date în 
figura VI-192, a şi b. 


/ 


na) 
=arcig na 


Fig. VI — 192, a Fig. VI - 19 » 
193. Să se studieze şi să se reprezinte grafic funcţiile 
fa) = %— k in x% şi 
g(r) =r + klnz 
unde k este un parametru real. 


R. Graficele celor două funcții, pentru unele valori mai importante ale lui k sînt cate în 
figura VI-193, uşi b. 
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K(S ja) 


a 
Fig VI— 193, a Fig. VI— 193, b 


194. Sá se studieze şi să se reprezinte grafic funclia 


f(z) = 


unde & este un parametru real. 
R. Se pot lua în considerare următoarele valori particulare pentru k:k e (— œ, —4), 
k e |—4. 0). k € (0, 00). corespunzător acestor valori rezultă tabelele de variatie: 
ke (— 6, —4) 


K ÎI N E 


9) 
In z — k 


E NS 
$ | 0 et e? etts e 1 00 
A SA 
ri | paolo 0 0 
f(x) | 0 7 PE — CO „A max N N min PO A +0 
| == 
ro] elena ARRE 
| unde a= Ver + 4k 
k € (-4, 0) 
A iza i ia 
| T y ek ekta 1 + co 
| fir) | Pop + pe + + + + + + + 3$+ + 
fix) | 0 7 re | — 00 7 7 0 A + 00 
f(x) + + T | - = — 0 + e E s = T 
172 _ 
ȘI meat 
— 


iE Ss ia: 
xr 0 € 1 ek e 2 ghr2 + 00 
MES) | + + Q =- => = — | A (e ae dE HE E E 
| 
[(<) | 0 A MAN N 0 y  —0 | +40 N min A A +0 
(x) | — — — — — — | + +t + + +0 =- — 
k = =4 
] 5 
| x | Q e”: e”? 1 00 
| f(x) | + os i ip T VU + + T + | 
f(x) | 0. a +0 — co 7 0 A +00 
f” (2) | + f = o — 0 4+4 + + + + 


&ralicele corespunzătoare fiind date în figura Vl-1641, a, b, c, d. 


y 


Fig. VI — 194, e Fig. VI — 194, d 
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195. Să se studieze și să se reprezinte grafic funcţia 
[(2) = rln ar + 23, 
unde a este un parametru real. 


R. Pentru a > 0, avem tabloul de variație: 


T | 0 a! Tı + 00 
f'(x) | = = 0 + T F $ 
Hz) | 0 N “min A 0 A +00 
Fa) | + + T + i 

gralicui tand dat în ligura VI 195. 
o y 
E | | 
> 
“o, | 
A 
N 1 
o 
< P 
So o Fig. VI— 195 


Pentru a < 0, rezultă ca necesar de studiat următoarele cazuri: 


ae (—o0, —€), cu tabloul de variaţie 


T | — 00 Tı wi —1/2 Es 
p l — — — 0 de Ha + + 0 — -| 
a | CO N 0 x min A A 0 
ra + + + + 0 — — 
174 A sui 
a 


= —e, cu tabloul de variaţie 


= —1 —1/2 Ti 0 
f(x) "i 0 + + + + 0 — — | 
f(x) mE 0 7 7 max N 0 
| + | 
f(x) 


Ei + + 0 => = al | | 


e (—e, —2), cu tabloul de variaţie 


x | — 00 E —1/2 v | 0 | 
f(x) | — — O 4 F + + 0 y za | 
f(x) | + 00 N min A A max No Ñ 

f(x) + + + 0 = = ES t 
ı = —2, cu tabloul de variație 

j | — 00 —1/2 0 | 
f (1) | — — — 0 2 zi ES En | 
f(x) | + 00 Ni N 0 
(2) E + + 0 — = an 


¡€ (—2, 0), cu tabloul de variație 


| -o —1/2 0 
f(x) ro | — — — = en | 
f(x) as 00 a N | N 0 | 
Fx) rai — > + + 0 — = m | 


'raficele corespunzătoare diferitelor valori ale parametrului a, sint date în figura Vl-195, 
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196. Să se studieze si să se reprezinte grafic funcția 
No = rin az + até, 


unde a este un parametru real. 


R. Se vu: lua în considerare următoarele cazuri: 
a > 0, cu tabloul de varialie 


y 
| 
O 
$ 
ce 
O x 
DP. 9 
EE Fig. VI — 196 
IN 
E 
Ss 
1 1 T 
a [- — al cu tabloul de varialie a = — —, cu tabloul de variaţie 
2 2 
a U — 1/24 +50 x | 0 1 
f(z) | > = = — f(x) | - A aie, At dai 
(a) | 0 N \ —00 f(x) | 0 N —1/2 N  —00 
| Pa) | Toop e ee r’ (x) | + q E A A 


1 1 
ae j|— —, —- |, cu tabloul de variaţie 
2 e 


a 


în 1 | 
x 0 E T, si > Xy yo 
(a) | ] | = — 0 + + EN 0 = ȘI 
me | 
f(x) | | U S min A 7 n N — o0 
ia) | | + + + 0 — = < 
1 na = 
a = — —, cu tabloul de varialie 
e 
4 e 
Xx | 0 t] > e + 0 
f(x) | | A | de dE sE 0 z E 
i 
f(z | | 0 + min A A U S 58 
Fx) | | + A 5 0 Ra = E 
1 RS 
a e (- —, o), cu tabloul de variație 
e 

0 , 1 ; = ea 

x a Tı Ya To 2 
f'(x) | | = — 0 + + + + Ds SS E 
F(x) | | 0 x min „A 0 A max x 0 x  -—00 
f(x) | ai e ES = + 0. — = = = 


graficele corespunzătoare cazurilor de mai înainte fiiind dale în figura V1-196. 
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197. Se consideră funcţia f(x) SR ia 4- e , unde k este un parametru real 
YI r 


Şi se cere? 

1° Sá se traseze curbele particulare C_¡, Co C, corespunzătoare valori- 
lor particulare ale parametrului i si anume: k = —1, k=0, k= 1. 

2” Pe curba Cy, corespunzătoare unui k oarecare, se consideră patru 
puncte: P, punctul în care curba C, intersectează axa ra"; T, punctul de 
contact al unei tangente dusă prin O la curba C}; M, punctul de pe curbă 
în care tangenta la C, este paralelă cu axa xz’; I, punctul de inflexiune de 
pe C,. Să se arate că abscisele acestor puncte sînt în progresie geometrică. 


R. 1° Tablourile de văriaţie pentru cazurile particulare sint i 


k = —1 
x | 0 1 e e: es: +00 
Fa) | + + + 0 = = RE A 
e al 
f(x) | =o A pe 9 E e Mx. pe = X 0 
f(x) | = = = ză = 0 + + 
k=0 
A 
Y | 0 1 e e? + 00 
f(x) | + 5 + 0 — — — 
3 
| _ 3 == y 
fix) | == A 0 7 en! NX > e N SN 0 
A fx) — — — — — 0 + + + 
i k=1 
| R 
x | e`! 1 Ve CO 
f(x) | + + + 0 — = = E 
| 1 > 0 
T — ( 1 as 
f(x) OO pu / N aye N 
f(x) — — — — — 0 + + + 


graficele corespunzătoare fiind date în figura VI-197. 
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N Fig VI — 197 


Cavitolui VI! 


Integrale 


|. Integrale nedefinite 


a. Probleme ce conduc la notiunea de integrală si 
integrarea imediată a funcțiilor 


1. Folosind sumele Riemann să se calculeze ariile limitate de graficele 'une- 
țiilor urmátoare, de axa xz’ si de dreptele specificate în dreptul fiecárera 3 


f(x) = 27" + 1, r=0 si 2 = 5, 
f(x) = ** + 21 — 3, a=1sit=?7, 


sl) = š xz = ô şi z = 16, 
Üt ] 

fala) = Ya = r=1six=5. 

facr) = e*t r=] şi r=9. 

fatz) = In — x + 1), z=3şiz=7, 

fax) = sin x, x=0 si x= ai 

1. (1) = tg x, T= 0 şi z=, 


2. Folosind definiția primitivelor si tabelul integralelor nedefinite, sá se cal- 
culeze următoarele integrale nedefinite : 


J, = | (22 — 92 + 4)dz, R. Toia + 4r 
] 9 D 
LA (0 +) dz, AS 
g’ 323 
\ 
(YT + 3 a 5 
Is = Y 2 = dz, R AA 
VI 4 2 
Ida: + 1 
La = | aa dz, R. in(Sa? + z + 4). 
lea 
s= ke FER dr, R. In(5 + e"). 
3x — 1 
dl te R. In Vaz: — 2x + 5L 
1* — 22 


8. Folosind o substituție convenabilă, să se calculeze următoarele integrale 3 


a > tg 1 
1,= Jj (27 — 1)dz, L= | da 
cosí z 
E] A 2 Ic e? 
l, =] V2z + 5 dz, lL =A — dí, 
I + pe 
in x f LUS T 
J = A | ja. | dx 
u+ bes zx 21 A sina 
E da sin 2x 
1, = AS E I; = - — de 
vli + in a) 1 + vos! z 
” cus(lu v da 
ly = (2 az, lo= = > 
- a Vx costy z 


] 
R În 1, se notează 2x — 1 = 1, 2dx = dí si se obține -- - (22 — 1): în I, se notează 
12 


tgr =t, 


; 1 a ; 
= di,se obţine — tg? z; în 1, se ia 2r + 5 =t, 2dlx = df, se obţine 
cos? x 2 


3 
] 2 l 
— (2x + 5)2 , în I seia e” =t, e dx = dí se obţine arc tg. în continuare, rezultatele 
3 


1 i l 
sint: I, = — — In ja + b cos a], Is = arctg (sin 2), L = - —-——————— , La 
b 2(1 + Mm x)? 


= — ln(1 + os? 2), Ig = sin (In ||), Tu= 2 tgyz. 
Aceeaşi chestiune pentru integralele: 


dx — 
4 l = = ÎI, = x 1 z’ dz, 
sia r Y1 — In? pal < f y e 
sin a ; d 
I; == T -— dz, l; = ERE 
| + cos? zx Vx cos? Vx 
x£ 
i cos? — 
sin x cos x£ 2 
1, = E o da = Noe dr 
1 + cos* 2x x + sinz 


w | 


2 
R. Pentru I, se poate nota Ìn |x| = f si se obţine 7, = arc sin (In |z|); I, = — (1 + 29 3 
9 
pentru I, se poate nota cos x =1; L= 2 tg yz; IL, = — LE (cos 21) ; Ig; se poate nota 
4 


x + sing = t= (1 + cos z)dz = di sau 2 cos? Zared etc. 
2 


; ar = 
x? dx / 1— px 1 COS £ 
5. Al Fe I, = =E. Ie = | e dz, 


8—a? z xz + sinz 
R. Pentru 1, se observă că d(8 — x’) = — 3x*dx; astfel fiind, putem scrie I, = — 
t ( d(8 — r 
= Ooy notind 8 — x? = t = — 3x*dx = dt, rezultă 1, = — E. In |8- rl 
3 R — r’ 3 


— da — 
Pentru 1, se poate nota — yz =l>-— 7 = di şi integrala devine I, = — f2 yi dl = 
2px 
3 
4 SS 
A „d z y= y e 
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Pentru 7, se observă că d(x + sin r) = (1 + cos xjdx, astfel încit se poate face substiluția 


qm + sinr =l. 


. =p ya 2 -dx 
6. 1, == OVER az la =) dr h= (A, 
JE 


Aa Vilas 
« dx a 2r! dx 
l, =| S da =- = de, h = a: 
Lily 2? Jar +a +1) (x +13 
2 T 
> | N: EER NAA o 2.3.3 12 6 
R Pentru Z. se dezvoltă si apoi se integrează fiecare termen; rezultă — rt ——u + 
2 7 


3 e 
+ — a Peutru /,, procedeu asemănător. La Z, se observă că 2% dz este diferenţiala lui z?3 
5 


astfel incíl putem face substitulia z? = t, rezultind 1. = — arcsin z’. La l, se notează 1 + 
2 
+ =( tar pentru Z, se poate lua 124 q + 1 =t = (21 4 1)dx = dt. Pentru l, se ia 


ss S se obtine I, = 2 are tg y e. r 
E a A VIT xs de 
dy = Ja + 3) Y 274 3x2 + ldz; ID =$ —; 
(2 + x?) 
l; = Jet cos x dr; l, = fcos? z sin? z dz. 


R 4o se notează 122 + 324 1 = P > (2x + 3dr = 21 di. Pentru 1, se notează 2 $ 


l 2 | 
lad=/= 2w dr = di, xt = (1 — 2); rezultă l, =— In(2 + r?) + — — i 
2 2+ (24r!) 


La l, se noleazà sin x = t = cos a dr = dt, iar pentru 1, se observă că putem scrie 
o 


sin” 2 sin? x 
1l, = (1 — sin* a)sin: x d(sin x), rezultind — —. 
3 5 


x 
` cos — dz 
2 | cos z du 1 | sin 6r dx 


Bl, = | — ;, l, = ; 
i i y iti Vsin a — sin? x 4+ sint 3x 7 
1 — 4 sin: — y 
2 


d 
I, A 
x(1 + In |x|)? 


x 
R. 1,: se poate nota 2 sin — = 1; 
2 


1 sin: 3x 1 
T, = arc sin(2 sin x — 1, 1, = — arc tg ; L= — , 
6 2 21 + In zl)? 


d PU e? da 
9. I = | q Ea I, = Vaza dz, La = 3 
dar + y” 2 zi (3 + e”) Vez — 1 
dx du ASI a + sos tEjdx 
=> le =| z a S a 
Y x Vor — 1 Voaz — xl 3 + sin 21 


n = | Va dz IN h = (E da lio = fx? Va + xdz. 
T 


1 RS 
R. Pentru I, şi 7, se poate lua — = t; la I, se poate lua Yer — 1 =f. I.: se ia 
x 


Vaz — 1 = t; J, se iaa— r= l; I: se la sin — cos x=; L: seia jr = t şi rezultă 


2 [IX A ; a + a 
I = —— arc sin | —]| ;7,: se ia x? = si se obține L, = — In — ; Ix se ia e=asin? £, 
3 a Gas qi — q? 


. TI a n al 
rezultind Z, = y z(a — 1) + aarc sin |] = ipenn la se noteazàa 4- x = C = de = 2! df 


a 
3 
_ 2 > dar  8n 
si rezultă [= — (a +7) De a El 
1 9 15 


b. Integrarea prin părți 


Sá se calculeze integralele : 


+10. =| 


ma 


dz, x e R}. 
a? 


R. Se integreazá prin párti folosind formula Ifu dv=uv — fo du ; în cazul de faţă se iar 


dr . da "du 1 
u = ina du = ——şi de = — >V = = — — gi deci 
xr 13 y 21? 
1 1 dz 1 
Pe mal = - in t — === 
2x* 2r? zx 2x* 4r? 


» 11. I, = fzr cos zdz, I, = fx sin z dz. 


R. Pentru Z, seia x = u > dr = dau si cos x dx = dv => v = sin z, rezultind I, = rsin rt Y 
4 cus rT. 

Pentru Z, seia x = u => dí = du și sin x dr = du > v = —cos x, rezultind t, = — zx cos x Y 
+ sin x. 


(Ie. L = fx 1n x dz, I, = f2? inz, ze Ri sip e RN {-1}. 


R. Se va fine seamă că fin xdr = x Ìn x — 1; pentru /, se poate face substituțla r =s 
= u =» dx = du şi in x dr = d =v =z in x—«xu, avem deci I, = x(x in z — 2) — 
2 


-fi ln x — ajdx sau, 21, = x(x In z — x) + = , de unde rezultă că 
2 


Ej Z nr- azi 
4 
Pt: x?tı 
Pentru I, procedeu asemănător, rezultind. /, In xr — i 
p+1 (p+1) 


13.” I, = [cos z In(1 + cos z)dz,t1, = fa — al dz: 


sin 7 


R. Pentru T, se la cos x dr = duzu = —sin r3! D=In(1 + cos x) > dv = 
l + cosz 
rezultă 1, = sin xIn(1 + cos x) + r — sina. Pentru cea de-a doua inlegralá avem /.= 
Pr ri ` P a? — x: da 
saya a + e da) oi oc Aaiea e -= di +4 a* -— = 
Jya — y? Va: — y? Va: — q? Va: — x 
FINE. e | ÎL paul NL: 
-+ at arc sin — şi în consecință 1, = — x Ya: — t? +—a:arc sin —, 
a 2 2 a 


«14. 1,= farc sin 2 dz, 1, = [arc tg z dz, l= ]zare tg zdz, I,= fz? arc tg rdg, 
Le fa ta? r dz. 


IR. restru J, se notează arcsin r = u =» = du si dr = dv » x =» avem decir 


Vi — č 


1 
nindu-se » arc lg r— — In(a: + 1). Pentru 1, se tine scamă de 1,, luindu-se arc tgr da = 
2 


da = 2 arcsin t + Vi — x? 1,: procedeu nsemâăni'or obji- 


i= zq arcsin 2 - | 


1 | f 
du => u = l, și z= D= dz = db, obtinindu-se 1, = — t arc tgx + — arc tg t — — Ñ 
2 2 2 
x 1 ! E 
I, = — arc tg I— — T’ + — n(x + 1) 4 = tg un [eos rj- —, 
3 6 2 
15. 1, = fx cos a dz, l, = fr? cos 27 dz, 
Ll, = Ja? sin a dz l, = Ja? sin 2z dr. 


R. Pentru Z, se inlecrează prin părţi de două ori, oblinindn-se J, = æ sin r + 2r cos 1 — 
— 2sinz. 


i d 1 
l, = ÎL snz + = cos 2x — — Sin 2x. Pentru /, şi 14, prin părţi, cu rezultate asemānă- 
2 s E 4 
oare. 
i z 1 — rż inz 
16. 1, = [sin x În [22] dz, l, = ao dz 


(1 + 22) 


R, Se observă că putem scrie I, = fin E a d (cos 1) şi notind n ftg 5) = l > 
2 l 


= du = d(cos x) = dr > v = cos qx, aplicind metoda de integrare prin părţi se obţine 
sin x 
T i ] ; 
l = — cos xin¡tg — | + în jsin x]. Apoi 1, = fin a d | si sub această lormă 
2 | t+ z 
T ; 
*ntegrăm prr părți luînd: In x = u > dx = : du, d = dy >U= si in final 
1 + xa 1 4- xr 

N T M |T 

rezultă Z, = A arc tg q. 
Te a 
17. h = fe sin? x dz, I, = fe cos? r dx. 
Ig = famn T da, l, = Je cos x dz. 
. = a < Yt 1 Z .: ~ 
R / şi ], sc calculează asocia! observind că Il, + 1, =1**% dr = — e? ṣi că L — L= 
r 2 
1 i . 

= — \ = os 2gdr = — —e** (sin da + cos 22), l, si Ji se calculează prin părţi oblinindu-se 

4 

| de" 


I= Shu la (2 + Vi — x2) sd, = 2 (3 sin 3x — cos 31) + (Sin x — cos 1). 
40 , ; 


2 
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19. l, = f e? sin x dx, l, = f e cos z dz, 
l, = | e sin" xdr, l, = Í e cos? xda, 
l; = | c“ sin ba dz, la = J &" cos br dz. 

R. I se inlcorează prin părți de două ori: notind sin x = u = cosx = du si e” dr = 
z= dv >» b = ef; avem: f, =c¢ sina — pez cos xdr (1). Calculám tot prin părţi integrala 
din (1), notind cos t = u = -sin qx dx = du şi e7 dr = du = e = 0: avem: je“ cos x dz = 
= ¿cos t + pez sina da sau, foiosind nolatiile Gin enunţ: Z, = ef cosx + 1,, (2). 


Laa f 
- ¿(sin x — cos x), iar 


Revenind la (1) rezultă: 1, = e? sin x — e” cos x — l, sau lh = — 
r 
2 


1 
], = — e*(sin x + cos 2). 
) 
Pentru J, si 1,, se observă că IL, + L = er àx = e? si I, — I, = — [ef cos 2x dz, acestă 
s $ s 4 SI Ly 4 


ultimă integrală calculindu-se ca Z. 
l, şi I, se calculează tot prin părți, asemănător cu Z, și 1,, obtinindu-se: 


e“2(a sin bx — b cos bx) 


A eta ai ARI SA e *(b_sinbz + a cos br) 


a? + ba a: + p2 
19. 1, = [a?e-2 dz, Il, = fxe” dx, 
ly = f (£ + 52? — 2)e% dr, IL, = fedr, 1, = fxeY* dx. 
R. 7, se calculează prin parți, notindu-se 1? = u => 2x dx = du sie? da = dv => » = —e *] 
rezultă I, = —a:6c 2? + PĂ E dr, (1). Apoi se culculează prin părţi integrala din membrul 
al doilea din (1), rezuitínd în final I, = —c (1? + 2x7 + 2). 


E IIN f 1 
I, se calculează asemănător cu Z, obținîndu-se 1, = — e2*(2x? — 2x + 1). Metoda de 
à 4 


integrare folosită pentru /. si I, se aplică la toate integralele de forma e“? Pix) da, unde P(x) 
este un polinom de un grad oarecare. Se observă insă că, în ambele cazuri de mai sus, rezul- 
tatele integrării sînt de forma (“7 Q(x) unde Q(x) este un polinom de același grad cu P(x). În 
continuare, vom utiliza rezultatele de mai sus, determinind direct pe Q(x) prin meloda coefi- 
cientilor nedeterminali. 

Astfei fiind. rezultatul integrării lui 7, va fi de forma e%(aax + bx? cx + d) (2% De- 


1 T A ] 
rivin in (2) si identificind cu /,. rezultă a = —, b = ES e= —- d= ~-n. 
2 4 4 8 


Calculul integralelor 1, şi I, se face după aceeași metodă, rezultind 


JI = E: 3 = == == 
1, = E iau ei e a e ate et? si I, = Ax x — 3x + 6 z — 6) NE, 
2 4 4 8 


4 


di 


cos! f 


R. Se face schimbarea de variabilă r = tg / = dr = sí integrala dată se trans- 


formă in Z = J i cos Ld!, aceasta calculindu-se prin părţi; se obţine 1 = (sin t + cos lete. 


c. Integrarea prin relații ue recurenţă 


Să se stabilească o relaţie de recurenţă pentru calculul integralei 


21. I, = ¡ ZEN 
(x? + a)” 
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— 2zndz 


R. Se integrează prin părți notind = U > —-- = du şi v = t= du = 
(x + ay” (a: +a)yti 
= dx, rezultind 
T y xi 
AA eee li 2 --— de. (1) 
la? p a) (xt p anti 


Notin:l cu J integrala din membru! al doilea din (1), aceasta se calculează astfel: 


z — a 
J= EE dr = 2n l, — 20n lapis (2) 
(a? + a+ 
i 1 A 2n => | e a . 
din (1) şi (2) rezulta 1, = 2 | op EI] si inlocuind pen cun — 1, avem 
a | 2n(a: + uy” 2n 


în tinal 


1 T 2n — 3 
L, = = e II CI O A DI E 
o f Xn - az ra)! ¿in — 1) 
aceasta fiind relația de recurenţă cerută 


22. Sá se stabilească o relație de recurentá pentru calculul integralei 
l a p g 


l, = fedr, nen. 


S dată aia x , 1 , 
R. Se integrează prin părţi, notind æ” = u =æ na"™ = du si do = t“? > v =—- (4%; fee 


a 
zultă imediat. 
1 n 
na 
I, ==> —-. an z Sm ri Laa 
a a 


aceasta fiind relatia de recurenţă pentru calculul di: aproape în aproape a integralei din enunţ, 
23. Să se stabilească relaţiile de recurenţă pentru caicului integralelor : 
l, = [sim xdr. J, = feos” x dz. 


R. Penlru-7, se observă că putem scrie I, = [sin a sin z da, această integrală se calcu- 
lează prin părţi: notînd sin"! g = n => (n — isin”? x cos x= dx = du şi sinx dx = du a» 
=>> = — COS T. 


Avem deci f, = —sin”™™ x eost + (n — 1) f sin”: x cos? r dr =— sin”! xz cosx + (n — 1)f 

fsin” 2 a(1 — sin? ajda = — sin”! xeos x + (n—1), ¿—(n—1) y, de unde rezultă imediat 
sin") x cos x n=— 1 sas i - sib x cos” liz n—i 

la = + Ia Asemănător avem şi J, = ———————— Jit 
n n n n ` 


Relaliile de recurenţă stabilite mai inainte sint valabile și pentru cazul cînd n € Z. Aste 
fel avem: 


dz 1 COS T n — 2 ( d.t , dz 1 sin x | 
e E d ze A O a a = ui at 
aT n — i1 sinmi g I — l lsi” ?g cos” x n— 1 cost aq 
n= 2 da 
ý + > EA . 
n — 1 cos: a 


24. Sá se calculeze integralele: 
lL = Jeosez da, 1, = f sin? dr. I, = f(cos a + sin xd, 


L= dx , =f da l bela i 


cos? a sint x cos! x 
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R. Se aplică rezultatele obtinute la exerciţin! anterior; 


SIN a cos? a d SI d cus- a S sin 2 
avem Îi + —— | 
5 -15 15 
1 sin? 2 COS X 5 sin“ v cosa 5 (fu sin 2x 
E — —— =+- — | — — ——— |; 
6 24 S {2 4 
| Se ao - 
l = Sin x — cos t + — (sina — cos? qx) — — (sintx — cos! 2); 
3 5 
1 [sina T nlg] 
l = — | —-- rm | tg | +]J] 
2 | costa 2 4 
1 a 
I, = — ctaxr — — ctg ri 
1 sing 3 sing 3.) T E ` 
la = — * =— 4 —= * === + ila e l Hli. 
AÁ cosir 8 costr 8 | 2 2 


25. Să se stabilească o relatie de recurentă pentru calculul integralei 


y 


Lan = Í Sin “4 cos” r dí. 


R. Se pot slabili două relații de recurenţă una pentru calculul integralei prin micsorarea 
gradului funcţie: sinus şi alta pentru funcția cosinus. 
Pentru primul caz, putem scrit: - 
ds [sin a cos” x sin x dx, accustá imtegrală calculindu-se prin părți. se notează sin”! x = 
i 


PREEN f cos*+l x 
= u =» (m — 1) sin? “az cos x dz = du şi cos z sin : dr = dn = = — —————— 
n+i1 


še inlocuiesc aceste relaţii in formula de integrare prin părți si rezuită in final 


sint: a costi g m—1 ` 
Inn = I ar 


m.n 1 lieta 
myn m>+mn 


Asemánttor oblinein o relaţie de recurenţă priv care se scade gradul funcțici cosinus 


suti a cos” la n— 1 I 
AAA E INE 


mn m+ 


Im, = 


Observatia 1. În relaţiile de recurenţă obtinute, dacă se face n = 0 şi apoi m = U se obțin 
rezuitatele de la “exerciţiul 23. 

Obs:rvalia 2. Dacă n = 2p + 1, avem 
la = fsin” r(1 — sin: xy? cos x dx si avem de integrat un polinom generalizat în sin z. 
La fel pentru cos x, cînd m = 2p + 1. Scriind /,,,, = | cos" xte” 1 da şi vutind lga = t, 
rezultă :ntegrala 1, = fa + 12)P-11” dt (în care am notat m + n = -—2p), care se poate 
calcula ca un polinom generalizal in tgx. 

“Dacă m + n este par (dar nu prea mare), se recomandă aceeași schimbare de variabilă 
tsr =l. l ; 

În tine, dacă m si n sînt pozitivi și de ordin par, se exprimă sin*? x şi cos? x in funcții tri- 
gonometrice de arce multiple. revenind la calculul unei integrale de forma | cos ra sin la dz, 
cunoscută : , ; 

Dacă in integrala generală lm, se face m = —n, se obține integralele: L = ftg” x dx 
şi Ea = jet x dr, cun Æ 1. Pentru aceste două integrale se stabilesc uşor relaţiile de recus 
rentă: 


, tg” iz 


ji 


a e sa ae = et] 
n — 1 d n— 1] 
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26. Să se calculeze inlevrulele: 


Pi 


FR. A ; sin: x 
l = yan L cos? 1 dx, L, = (sine r cosè x da, I =f dz, 


' cos? a 
dr ( dx da 
I, ga AS ? I: A: A 3 l; = AR. 
sin a cos? a j Sin a VOS“ 2 j Sin2 g costa 
aa ANT" | da 
Lo ( A e L =1lig a Lio Li A La = | ctg? z da. 
J asin” costz J ly’ x . 


e 


R. Se aplică relațiile de recurenţă stabilite la exerciţiul 25, obtinindu-se rezultatele ş 


SIN" a cos? a sin“ 2 cos t T sin 2x 
e e: 
6 8 16 32 
1 1 sin z 1 1 — sinz 
I, = — — cost t + — cost t. L = —-— + — m | — 
4 6 2 ros x 4 | + siva 
1 1 1 Es 
l,=—=*—— + mitsri; L= + In.| tg — |} 
2 costa cos zx 2 
3 o A i 
Ig = tgrctgr: în L avem m = — — şi n= — — şi rezultă 
2 2 


D= 
[, == Vis — (tgx — 3 ctg x): I = — tgx + In Icos r|} 
3 l 


cta? 2 ; tora cla» a clu: 2 i 
L=- RANES Li = — a + == —- = h Isin ti. 
E 4 2 


27. sá se stabilească o relație de recurenţă pentru calculul integralelor 3 


I, = fi" cos ar da. J, = fr” sin az dz. 


- 


R 7, se integrează prin părţi uotind r" = u => na” ' dt = du şi cos ax dx = du => ” = 
i Y 
= — sin uz , rezultă 
a 


x" 


: n LENS 
1, = —Sinur= — (e «sin ax dx (1) 
n gi 


si integrind din non prin părți integrala din membrul al doilea din (1), obținem mn linal 


A 7 1x"! 
l, = — sin ax + COS ua — 
Y) a? uz 


NU — 1) 


g latas i 


aceasta find relaţia de recurenţă cerută. 
Pentru J, se orocedează 'semănător. 


ne 


cu, dá se stabilească o relaţie de recurentă pentru calculul integralelor 1 


Pa 


A = Jan cum ne, 


a 


R. ], se calculează prin părți notind (In )?= u => Ln a) dr = du si dr = du => 
T 
= t = D; rezultă: 1, = x(ln x)" — nl,_,, iar pentru n € N această relație devine I, = 
m x|(ln x} — n(ln 23 + n(n — DOn a +... + (1) u). 


Pentru Jm „n se integrează prin părţi notin se 


q m+1 n 
x” dz = du > u = ——— si (ln x)" = v => — (ina) de = du; rezultă 
m +1 Y 
+ IM] n 
J mu = - — — (In x)” — I m n+1 
m- 1 m-+ 1 i 
si in general vom avea; 
yiti z n! ; 
A d (In x)” FIE SEI BR (n y + an= D i ap. llo) — em ——]. * 
, m +1 m | (m + 1) (m + 1) 


29. Sá se stabilească o relaţie de recurenţă pentru calculul integralei 
(a p 5 
Im = fe de. 
R. Se integreazá prin párti: notám eld=iu=>u=-c? t” = vs do = m "dt 
şi integiala dată devine: Zp = MEE Maa dt = iet + mii 


30. Să se stabilească o relație de recurenţă pentru calculul integralei 


M. Se integrează prin părți si obļinem : 


er 1 ; ` 
La = — — H Priv (relație valabilă pentru n Æ 1). 
(n — 1)x”! n— i 


el 


sis a E 3 t : : 
Observatie. În exerciţiul de faţă se va admite că Z, = | — dx nu se poate exprima cu aju- 
Pa 


torul funcțiilor elementare. 


d. Integrarea funcțiilor raţionale t 


Să se calculeze integralele : 


d d: a d 
să iti or Pr brie ral (a era 


R. Se ţine seamă de formulele (care se recomandă a fi memorate)! 


du 1 £ | dx 1 ¡A 
x — In 


32. 1 


E =—z +1 


R. Tinind seamă că x? — r? — x + 1 == (x — 1)(x + 1), funcţia de integrat se poate 
; 1 A B C 
scrie sub forma ——————— = ——— 4+ —— ; de aici rezultă Aa: — 1) + 
v=ox-—a+l a— 1 (1 — 1)* x+l 


+ B(x + 1) + C(x — 1) =1 şi fácind succesiv pe x = 1, x = —1, x = 0, obţinem: A = 
1 1 1 1|1/4 i 

= — —, B= —, C = — şi apoi I = in a i PS EN 
4 2 4 x—1 2(x — 1) 
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JNE A 
i errar 


R. Se tine seamă că a + r? +x p1 = (x + 1)x + 1), apoi funcţia de integrat se des- 


compune în fracții simple, rezultind in final Z = tn + arc tg e|; 


jx +1] 
= d. 
34. =| EE MA 
T HILH 81 + 4 
R. Selinescamá că ae + da? + 8x +4 = (x + 1x 4 2); rezultă I = in jr +1] + —, 
+2 
= “y dz 
35. I e rea 
(x — a) (1 — b) 
l 3 2 tr E 
R. Se observă că a EE tn O a A 
(x — a) (x — b) (x — a) (x — b) 
q Q3 
in final I = — + (a+ bja + in jr — aj — in |z — dl. 
2 a— b a — b 
NI, r’ ca 2 3 2 2. : 
ANT +1 
3 __ A 
R Pentru Z, se observă că funcția de integrat se poate scrie astfel: = E = 1 E 2 = 
| 3r? atlar— 11 
“A LB C SER 2 Li 
=] Y =+—+ ; în final I = qt — — +ln „ Pentru Z,: se efectuează maj 
£ X? E 1 T ix — 1| 
. y HI 
intii împărţirea în funcţia de integral si apoi se integrează, objinindu-se Z, = AE 
$ 3 2 
— T + Ina + 11. 
dz r? + 6x— 1 
37. rr AENA TS 
(x — 1) (x + 1) ta — 3) (x — 1) 


R Pentru /, funcţia de integrat se va serie aslfel; 


1 A B e: D , 
A AA al + + —-—; în final 
(a — 1? (+ 1) x-—1 (x— 1): (113 a+1 


1 l — 1 
IL = — PENE SP + ———— + —in E | Pentru 7, procedeu asemănător, obtintn- 
4(x — 1)? 4(x — 1) 8 +1 E 
(x — 1)!” 13 


du-se Z, = In ——— . 
Vx — 3 x— 3 


dz 


ra 
SE 


R. Funcţia de inlegrat se poate scrie sub forma 


l A L Cx + D 


— 
— 


zi — t" + r—i x — 1 v+i xt — xr +1 


rezultind în final 


g 
Viz = 1l ⁄3 2r — 1 


I = ln = tg = 


Vietii 3 ls 
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+a: a? d: 
29, N în mar pai al 1. = | AN 


la — Ir 2) E d 
x du x da 
kek- O e | ei E RA 
(x — Ia + 1) (a + Ix + 2)? 
æ dr 


La o o 
(1? — 5x + 6)(xr — 1) 
3 


R. Funcţiile de integrat din I, — ZI, se descompun respectiv în: 


1 1 1 1 i 1 


— = a ——— 


— + —— —— , 
16(x — 1) 8(x — 1) 161 + 1) Aa + 1) A(x -+ 1) 
1 x +l r — 1 


— —— aM ————— 


jr = 1) dati Aa? 


“ 
— 
“ 

N 


pd (24 1 r42 (10422 


6 


+ A 
x—1 +2 (x42? 


103 15 1 64 „129 
A = 4 ——— 
8(x — 1) 4(x — 1)? Ari —2 8(x — 3) 
25 du 
40. A APA AA 
dat + 3r! + 3x— 2 
25 Pa B C 
R. Se poate scrie AA E Ei + —— + ; 
2xt + 3x! + 3r— 2 a? + 1 a +2 2u — 1 
ídentificind se obține A = —3, B = —4, C = —1, D=8şi 
21 — Iy 
Talp DE z — 4arelga. 
ja + dia + 19% 
Zi. E ero dx. 
riip 3x $ 2 
2 — - e 
R. Se poate GORE dei a e = AA LA de unde rezultă r? — x= 
xt + 3r +2 at +1 z + 2 
=(A + Oz + (B+ Djx* + (24 + Ox +2B + D si identificind obținem A = —1, B = 
"a [oz 9 = avo 
= —1, C = 1, D = 2, de unde, în final ] = In a + y2 arctg =Y — urclgz, 
ai +1 
42, Ta | O a e 
3x4 + Mu + 3 
3 Ca 
AS = EN Harrop. „sau încă (xz + 1) = 


R. Putem scrie: - 
' 3zt + 102% + 3 31? + 1 rt +3 


= (A + 3Cr +1B + 3D)* + (3A +Cjx+3B + Dcu 


AE 7 1/3 
si in final Z = In Y a +12+ y3 arclg Hd 
3 
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d 
43, 1 = ere A 
(x — 1)(3* + 4) 
R Se verifică uşor că luncţia de integrat se poate scrie sub iuuin2 e 
(1— 1x2 + 4) 


21 — 5x* DT — 4 L C: P 
saa eee SA ei de A E T . Dezvoltind şi identifirind 
(x — l){rt + 4) r — 1 (a— 1)? xi + 4 
15 1 32 48 18 16 
obținem A = — B= — Ca R = —— şi ]=x2+4+ —1n jr — 1] + — ina’ +4) — 
25 d 5 25 25 25 
1 24 E 
£ — —— — — arctg —; 
5r — 1) 2A 2 
| 
44. l == | an . 
a+ + Dr H r Hael 


R Se va fine seamă că numitorul lunctie: de integrat se poate scrie sub forma 


1 A 
(1 + 1)(3* +1), de unde rezultă că avem descompunerea ——————————— = —— 
(14 Ie +IP x+ 
Bx+C Da + E 
E ca E (ae + 1) 


] ş 1 1 
În final pe e SEI za a eat sl ode iasa hula Tay 
2 


4 Vai, 4 (xs + 1) 


E 22 : Ar + Y +3 
4d. n =| ben ae dr, 
(x +17 + 1» ax — 1) 
X1 — ada 
eS 
14 2 
1 1 T— 1 
R. 1, = —Inxm" + 1) - — ma de n 08 
/ 1 2 Ar + 1) 
2 a 1 ] 
1, = — EP I, = — arctg r? — — in(1 J rt). 
rlx + 1) 4 
T + 81 + 21 4 x — 1 
46. = ree a dee 
(x? — 4r +9) (Ti + ae 41)? 
Ma — 7) 3/5 5 
E ZI E) E E TEE A a 
2r? — 47 + 9) 2 a V5 
2 (x — lía — seri 4y 3 2 
man (x Lx 1) E x£ r41 y3 Areta nd căt 
3 ttil zi r+l 3 “3 
1 2x — 1 
— — arctg = 
3 V3 
dx E 
47, =| dn (a 92 
ra pp. (as + 1) 
4 1 
R. l = — in = LE j 
2 at +1 2 a: +1 
1 x 1 1 
Den an a + — arctg 3. 
8 xq? + 1 4 (x + 1) 8 
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19 re de 


R. Funcția de integrat este o funcție raţională pară ; se poate nota a? = f şi avem i — re 
— y? 
A B 1 1 
E ea — —— + _——,U A=, B=-—. 
1—1 e 1— í 1 +- I i 2 2 


Observutie. În cazul de faţă funcția de integrat se poate descompure în fracții simple şi 


direct 


us A B Cx + D 
SR — etc. 
1— rt 1Í—u l+zx 1 +z? 
r(x" 1 
49. I= | a iati A 
ad 


R. Funcţia de integral este o fractie rațională pară, în care, pentru integrare se poate face 
subslituţia a? = 7, după care fractia în / astfel obținută se descompune in fractii simple și in 


urmă se integrează. Avem: 


xx dy WU) 


T23. ; (/ 12 
= 1 — 34 —— și prin urmare I = \i x? — 3 4 -——] dr = 
1+4 y 


a +4 LA d i is 
q x 
= — — 37 + 6 arctg — s 
2 
xi 1 r’ dr 
50. L-a =y da, hel y 
(1 — 1) (x — 1) 


R. Ambele functii de integrat sint pare gi se poate face substituţia x* = t, se efectuează 
descompunerea în fracții simple în 1 etc. 


și stabilim o formulă de recurenţă. Pen- 


Altfel. Considerăm integrala I, -| 


e 


(x? — 0%)" 


tru aceasta, integrám pe 1,_, prin părţi, notind u = (x? — a*)”* şi dv = dx; avein 


APE — E A + 2(n — 1) dx, 
(x? o ara (x? E a:)* 
rezultind ușor formula de recurenţă 
dn — 1ye I, + En — DL, + A 
(x? AD aq) 
Aplicind această formulă, se obțin rezultatele: 
3 x 3 3 1 
EEE E a im 21) 
2 (x — 1)! 4 —x2—1 8 +1 
15 = ab — , 5 
fa 15 in x— 1 8a 25x? + 15x 
16 x+1 8(x* — 1) 
zi 
di, =X ———— dz. 
t l (1 i—i xt) 
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R. Funcţia de integrat este pară și s-ar putea aplica — pentru descompunere în fracții 


simple — substituția 1 = z*. În cazul de faţă însă este recomandabil sá se stabilească o for- 

i A dz SERIEI 

mulă de recurenţă pentru calculul integralei J, = |———— . Pentru aceasta se consideră 
(1 — xy 


I, = (a + baPy dx, care se integrează prin părti, luînd a = (a + ba?)" si de = do, rezullind 
1, = x(a + ba?) — np | (a + ba”) ba? dx = x(a + baz?) — npl, + onpla sa: 
Pentru cazul particular J,, avem p = 4, a = 1, trebuind a inlocui însă pen cu —n, re- 


` x 1 1 
zultind 4nJ,,, = (dn — DJ, + aeS cunoaște însă J= — In za 


1 
| + — arclg u 
2 


şi se poate ajunge, din aproape în aproape, la relaţia de recurenţă: Z =J,— 24, + dJa 


xt — 1) du 3x: — 3 
52, Îi Bel a 
itr +1 zi + ba: + 25 


R.. Funcţiile de integrat sînt pare, în acest caz însă substitufia 2? = f nu oferă avantaje 
la descompunerea în fracţii simple în . De accea, pentru 1, se caută o descompunere directă, 


astfel ; 
a? — 1 a r? ! e Ax + B Cx + D 
ttp r ti (x? — x + I(t +a +l) a: — x+l1 l a+x+1 


lar peuuru 1, asemănător 


3r! — 5 E 31? — 5 a Aa + B : Cr + D 
xt + Da: + 25 (x? — 2x + Ma? + 2x + 9) 1*?— 2r +9 z? + 2r +9 


În final, se obţin rezultatele: 


1 ri — a 1 1 zx: — 2 5 1 4: 
HS A a S O T E 
2 rtt +ux+1l 2 zx: + 27 +5 4 5 — a? 


2 L Ix 2 d: la: 
B3. kalo an de helo bel 
(x? + 3x: + 4) (a? — 1)! ax? — 1)? 


R. Funcţiile de integrat sint pare ; se face deci mai întîi substitutia z: = 1 şi se procedează 
ea la exerciţiul anterior, obtinindu-se : 


l, = 1+ del ar ctg 3 arctg ŠI 
1 1 
E = + — In side j 
2 xr? — 1 4 x — 1 
— 1 
A ia el EA Coe 
4 1 +r x 2(a? — 1) 
x du 
54. I = \ 
at — xr? — 2 
(72) 
R. Funcţia de integrat este o fractie impará de forma ; în acest caz se face sub- 
q? 
1 dt 1 A B 
stitutia a: = l => 2x dx = dí şi avem: A arar ir | T—— + ——| di |. cu 
2 Ji: —t1—2 2 +1 t— 2 
1 i — 
A T În final fan Es 
3 3 6 m 1 
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55, I, =f x? dx I 2 dr 


T Ja + y 


- 


R. Ambele funcţii de integrat sint impare, observind că avem: 


d: - 21 d: 
l = ¡A sd, 4 TDR, ; se face substituţia x? = t => 2x dx = dí şi se obţine 
(0 +1) Jn ae) 
] 20* ] 1 z 
i EI E E dr E +In——, 
4 (ai + 1) a + 1 x? + 1 
i ua: -p baz ca d 
56. pa o ii je. 
(x* + 1) 
R. Se va observa că putem scrie: 
aa: + a bx 
= | T —z de + | DL dz, (1) 
(a + 1) (22 + 1) 


dar, prima integrală din (1) se poate calcula folosind substitutia x? + 1 = 1 = 2x dx = di, 


o A . dU o 
Cea de a doua 1mlegralá din (1) se poate calcula notind xr = tg ọ > dí = — = 
COS: y 


= (1 + tg: odo. 


— l. t— 1 3 
În final rezultă Z = — pate e A E fe +— larcig z di A a) (df — arctg t $ 
` Aa + 1) Ua + 1) A (12 + 1): 4 
\ 
T r(x — 1) 
+ — |. 
a +1 A(x? + 1) 
2 du du 
57. I = oa I == a + EA 
sin + 1 tg x= +1 
: Suy i di A 
N. Pentru J, se notează sin  = tl => cos x dx= di si avem Z = \ —— =M| —— < 
+1 1+ 1 
Da C 1 1 3 2t — 1 
pa di = — In |t + 1| — — In((? — t +1) +É arctg etc. 
3 6 
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Pentru 1, se poate nota tgx = i= dz = di sau (1 + tg? x)dx = dt, sau încă 


cos? x 


an RÁ 1 l 

(1 + B)dx = dł; rezultă J, = In Vi + 1 — ln Ye + 1 +—arctgi şi revenind tn substitu- 
2 

fia făcută la început obţinem în final 7, = In || sin x + cos z| -+ dN 


58. er a dz, 


at — 2x? cosa + 1 


unde a este un arc oarecare. 
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R. Se ajunge uşor la forma 


1 di dr 
Pe € 2 [i x Ă 
pi + 2x cos— +1 xt? — 22 cus— + 1) 
2) ') 


de tl 


Apoi se fine seama că avem: 


da dr 
i A a x 
IE 4 ZI cos — +1 [> + 2a cos— + cost a + sin? ici 
Z 2 2 2 
de 1 ( dz 
= Ea e a III NIL ii a + ORE cca a E Ei (2) 
2 a 2 
(z + cos a +- sin: — sin: — | a cos — ) 
Li < `) 
ES t 41 
P 
Jn — 
2 | 
A 
r + 08 — 
A 2 d i , Š 
ln (2) punem = l = di și în final rezultă 
„_ O 0 ` 
sin — sin — 
2 a 
Y. 
xr +cos — 
2 
h = arctg —— 
„_ O x 
sin — sin 
2 
E e dx ip 
Asemănător calculăm pel, = | ————————— Obtinind 
A 
t*— 2x cus — +1 
2 
le A 
x — Cos — oz si) — 
1 2 1 2 
1, = arctg — şi revenind la (1) obținem I = —— arctg —————— 3 
le E A la 
sin — sin — 2 un — 
2 2 a 
zi a 
59, =|= ir 
(x +a +1) 


R. Tinind seamă că rt + a = (xt — rr: kr + 1)+zr +a. integrala dată se poate 


scrie astfel: 
o ft apa de 1) 
(122 + 1 + 1)” (zi pr Iy 


Dar, în cea de a doua integrală din (1), se observă că zi — x = (1 + x + 1)— (22 + 1) 
si (1) devine: 


d: 
(| == ENTE] hal ar 3 (2) 
(zi +r41y (xt pry 1) 


s 


cele tre. integra:e din (2) calculindu-se prin «substitufia 


z:+zz+l=t 
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60. 1=\ E e 


R. Se observă că xr! dx = z*+*xt dz; se face astfel substituția 1 + xi = și integrala dată 
se scrie 


1 (t-—1 
9 (3 5 1+ xë 21 + xë} 


C xë dr a du 
61. dy = j E I, == | a e 
(1 AS (1 + zi) 
R. Se observă că x dr = rez de si că deci pulem face substituția u = 1 + x = du = 


æ — 31 du; astfel fiind, avem: 


i ( a*r3x di 1 f (a — 1) du 1 1 1 fia 
1, = — — == A A —— e a+ — ete, 
3 (1 + 23)? 3 u’? 3 u Z) 3 úl 


Pentru £,, proceicu asemănător putindu-se face substituţia u = 1 + zi, rezullind în final 


1 1 
l, = al In(1l + x) + — | 
4 1 +r’ 


Notă. I, se poate calcula si prin substitutia x =f, iar I, se poate calcula şi prin substi- * 
tutia a = (fiind vorba de integrarea unei fracjii iraționale inipare). 


f. Integrarea funcţiilor iraționale 


Să se calculeze integralele iraționale: 


XT 
: 2t dí 
N. Se notează 2r — 1 = t! = 2 dx = 2 dt si integrala dată devine Į = jar = 
C++ 1 
r „1 —— _—— 
=24 1 - — j dt =2(//2:—1 — arctg 2x —1). 
J e a 
c3. D zi ES | E 
a Via? “2 Vi+ a 


R. în I, se face substitutia x* == 1; se obţine I, = Toii (x + y: + 11), În 1, se face 
2 


2— tł < 
substituția r! = Í= 2x iz = di şi integrala devine I, = (= di, în această ultimă 
A Vi +a + x? S „i 
formá se face substituirea 1 + t = n’ şi se obține în final I, = y E (> aie cai 
In x 
64. I En T ar ab 
Vi + 2 
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R. Se observă că putem scrie I =2f In xd ya + x) şi sub această formă putem integra 


; NE í 1 PE N 
prin părți, notind m x =v s dv = — dr, a(y1 + z)= du = Vi +a =u şi integrala 
a 


V1 +r 


a 


dată devine ] =Y 1 + zlin — | dx, (1) 


Dar, integrala din (1) se poate calcula folosind substitutia 1 + r = (2. În final rezultă 


Viza —1 


Vi +z +1 


1=2Ņ1 +a 121-4Y1+2—2in 


dx 


65. = aa: 
j ls 


R. Facem schimbarea de variabilă Via +3 = t — x V4, (1); ridictnd la pătrat în (1) 


[2.9 +3. ERE t — 
= dr = AE di şi deci Y 4a* +3=t— 2 2 
41? 41 


şi explicitind, obţinem t = 


+3 
a 


Astfel, integrala dată devine 


21 (2 +3 1 
1=( San iwat EA e E Ax? + 3), 
4+3 4t 2 t 2 2 


Asemănător: se calculează integralele 


d RIO 
I, E PRE E In(x + Ve + a). 
) V a: +a 
66. I = Vaz? + baz, I, = f V2 +1 dz. 
l £ d: 
R. 7, se calculează prin părți, luindu-se Vaz +b=l=> sia = = di şi dr= dvs xr=P, 
Vaz: + b 
AE .2 A ge Age SU 
integrala respectivă devenind: I, = x Y ax +b — | c E ar = x Vaz: + b — 
Var +b 


x? EA SR == d: 
E ua Vaz: + b— 1400 == sau L=yur+b n= (1) 
Vaz: +b Vaz: + b 2 Vaz: +b 


ultima integrală din (1) calculindu-se ca la exerciţiul 65, rezultatul integrării acesteia fiind 


du 1 CPT 
-= = — |] Y has b*). 
(== n (az + Va + ) 


I, este un caz particular al integralei 1, cuc = 2, b = 1; 


67. 1, = | V3 — 42? dz, 1, = f z V2 + 2z - z? dz, 
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R. Pentru 7, se aplică formula din exerciţiul precedent și avem I, = = y3 — 4x! » 
2 


3 da 
4 a 


V3 — Ju 
l d 
integrala din membrul al doilea din (1) calculindu-se cu formula Re ES arcsin Z, 
Vaz — r? a 
Pentru /,, se observă că derivata funcției de sub radical este (—2x + 2); astfel fiind, in- 
f 1 EPT 1, 
tegrala respectivă se poate scrie I, = a [—(2 — 2x) + 2| y? + 2x — r dr = ==I' 47, 
2 


sd 


Pentru calculul lui 7”, notăm 2 + 2x — z? = l => (2 — 2x)dx = di si F = f Ve di = 


2 SEI 
æ --(2 + 2x — 1?) y2 + 2r — x’. 
3 


Pentru I’ se observă că putem scrie I’ = ij Y3 =(a= 1) dx si notind z — 1 = i> 
=> dz = dt, avem în continuare: 


oo TN 0) dt aE DR EE 3 r— 1 
m = | 3 — E dl = — 3641 [2 $ 2x — r p arcsin 
V Y : 5 


2 Via ) 


Înlocuind rezultatele parţiale obținute succesiv, avem în final: 


N 


| e > 3 t — 
IL, = — (2r — qt — 7) V2 + 2x — 2! + —- arcsin € E 
6 2 V3 
( pe e dx 
68. I; = tYy2ax =t dí, I, E NA 
4 Va +x +1 


dr dx 
E ze E A ro aa 
(1 +a) Vai + 1+1 y(x —1)(2— 2) 
R. Pentru /, se aplică formulele de la exerciţiul anterior; rezultă: 


3a? + ax — 2x? 
6 


1, = = 


T— a 


D= q? 
y 2ax — x? + — arcsin ¿ 
2 


Pentru 7, se face substifutia Vr +zr+1=1ł-4-xz, de unde prin ridicarea la pătrat se 


obţine z = A 


și integrala dată devine 


dt —— 
Je A > — In |2 Vr rari - 2% - 1). 
21 — 1 
Pentru /, se va face mai intii substitutia z = A ; se obține 
t 


1 mm EE 
z +2 +V +r + 


Pentru -caleulu! lui 7, facem substitutia Va — 1)(2 — x) = (x — 1), de unde, prin rafio- 
nalizare, se obține x şi apoi dx, integrala devenind: 


= — 2arctg 


| 2 dt V(x — 1)(2 — 2) 
IL = — \ ————- i. 
(2 +1 x — 1 


69. l = e dz, La = 0 
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R. Se observă că d(— q? + r + 1)=(—2z + Ddx: astfel fiind. avems 


1 (a Co c 
hea Ne EE e lei EEE E F 
2 J Ve +a! 2 Va +r +i = ado 


O ee [e N 
= -| yY- teti- 3| plM (1) 
Pear? 
4 4 


Notăm cu I; ultima integrală din (1) şi avem: 


a ya | | 1 
(2); in (2) nctâm z — — = i = dx = di şi (2) devine 


l=-3 TU e E S 


7 41 
I = — 3. A arcsin — etc, 
5 5 


Asemănălor se calcuieazá si Z, rezultind: 


l= 4 Vă a za Za + 11 aresin —, 
y 
0. = y Tardi: 
| — 
1- 2 me t A? . 
R. Se tace substitutia Tia P > r= e și dr = IE E A . Astfel, integrala dată 
l — + 1 (PA 
i: d: r-H 1 ]} `” Q d 
devine i = 4 e a va - == 4 arctg 1 — 
E + 1y d: + 1 441 (e + 1) 
f l 
— 4] + — arctg r), y 
2 


sau, revenind la substitutia făcută, avem: 


17 
1 
I = 2arcle | zu pe die 
l= ui 


dr 


5 lr d: 
41. ¡A e. MESEI Ll l; = ————— y 
y ı Vr? — 3x + 2 aVai — 5 +4 ix — 1) Vat + 2r — 3 


R. Dacă funcția de sub radical este trinomul de gradul al doilea. atunci se tace schim- 


barea de variabilă Var + bx +e =1—2 Va ; în cazul integralei 1, avem deci yz- 3r + Z= 


E — 2 AE — 3+ 2 
= I — x, (1). Ridicind la pălrat în (1) rezultă x = ==> da = ( Sediu i, di şi revenind 
y 21— 3 (21 — 3) 
la (1), avem: - 
h lb — 3442 
Yo — 97 + 2 = sti 
2 3 


In această situație, integrala respectivă devine 


4—3 u= 3 20: — l Hi t 
I, = y 2 ——— a — al + 4) di = 2 A = 2° --— In E At 0 
Ez PB 342 (21 — 3) 2 2V2 r4 ył 


S A i Vaz — 3r + 2 +x — V2 


2 Va = 3r +2 +a +y2 
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Altfel. Întrucit „e“ din funcţia trinom de sub radical este pozitiv (e = 2), se poate face 


substituțiaYVaz? + bx 4+ c = ix — Ve, sau, în cazul de față yz — 3e pi 2 = txr — y2. (2: 
În (2) se ridică la pătrat, se explicitează r, se diferentiază, urmindu-se calculul ca în prim 

metodă. 
Ai Deoarece trinomul de sub radicalul Îi la de integrat are rădăcinile reale 2, = 1 


n.n mmm tre 2. e 


tt — 2 2: di 


obţine z = = dr => o avem uec 
Z 1 (i: E rys 
B 
Va = da + 2 = 2 _4 = —- t è 
ti — 1 l:— 1 
Prin urmare 
2 — 1 (2-1 2t di d 
I, = y —— ” AA = — 9 | ——— etc. 
ti —2 — t (e — 1)? | 


Pentru 1, se poate íviosi oricare din metodele indicate la [,, oblininau-se 


1 Vre — Dr +4d+o2 
n ———— A 

í EAE 

2 Vz — 5r +1 +r+2 


 ———_ l oa 


Pentru 7, se poate folosi subslituția Y x* — 217 — 3 = — a calculele în continuare fiind 
ea la /, și 14; se obţine 


SER 


În = ~ ; 
Va p2r=3+x-1 


Observafic. Se recomandă a se nota și formulele de integrare: 


— 1 Fax + bd i 

—— are sin -: ==, cind a < O 

( de V-a Vb: — due 
——— = i 


A Vaz: + bz+e 1 


= Inf 2x -+ h + 2 Va Vaz: + br+ 2 ] cînd a > 0. 
Va 

Notă. Desi este posibil ca folosind succesiv cele trei substitufii sá se objiná rezultate dife- 
rite ca formă, identitatea acestora poete îi verificată uşor. 


r dr 
72. I = ð A po 
j 2V} i+ YÚIE 1 


P. Se face substitutia z 1 = 1%, unde = c.m.m.m.c. al indicilor radicalilor din functia 
de integrat, adică a = 2*3 = 6. Avem deci x + 1 = i! > de = 6t dt și integrala dată revine 


pals dt PI AN AIR ( O E A dista 
J W p e pe 21 J12 4 © 8(21+1)) 


o e  .— 


Fie Ye 
73. I = o +l dz 
Vr +i + azi 


R. Se notează r + 1 = lê => dx = 6 dt şi integrala dată devine 
pp ¿ 


12 l 
— dl = l — -— 4 SP — t 4 61? — 121 4 12 In ! l+ Li, O e da 
pb 5 


I=6) 


74, Să se calculeze integralele 3 


1 = | PAE dp |, la = (yT Pa 
x? Y4— an 
dz 
=> e | , CĂ Pe 
zi — a?  IJ(Urai)Vl-—ai: (1 -xyi — an 
n = | da Ci fr n = [Ve Par 
1 -+ a: zi Vi — ai 
J 
du a dx 
I = $ ai NE ° 
de Eo j e 


R. În toate integralele de mai sus care conțin funcția iraţională | k? — x? se poate face 
substituția x = k sin f, sau x= k cos t, funcțiile de integrat devenind funcții raţionale în sin £ 
sau cost, Pentru I, se poate face substituția x = sin t > dr = cos i di şi integrala devine 


3 tdt 
L = =4 ctg? t dt, în final obfinindu-se 
sin? ! 
p — 
I = — Ta _ arcsin z. 
% 


Pentru I, se face substitutia x = 2 sin t = dx = 2 cos t dt si Va — q? = 2 cos t, lar f=. 


C 8 sin t cos t dt _ 


— arcsin e astfel integrala devine I, = | 4 Í sin? t di = 21 — 
2 


2 cos t 
a zys- r PENE, 
— sin 21 =2 arcsin EE ERA Pentru celelalte integrale, substitutii analoge, obtintndu-sa 
LIS 1 £ 
ezuitatele: 1, = (22 — 1) Y1— 2? + — arcsin s; L = In — m; i 
8 8 1 + V1 — x 
2 2 i+: = zV2 
=- a eta a. l= -— z L= y2 arctg ae — arcsin T} 
í V1 — a lu V1 — x 
I, = A" ; oz — (20 + 32) a at); Ese za Va: — e 
AS EA E Suita n= — e 
] e te 
— In ; I,, = — arcsin 2x — z2 yı — da?. 
16 


a 
2 a+ Væ — a? 


o | dr 
¿de f == 


Ea 

R. Se face substitutia 1 — r? = Pr? => P = L (1 — zx?), (1) şi diferențiind în (1) rezultă 
y? 

t + 


ta 


dr = —tr 


1 1 
; înlocuind în integrală, aceasta devine I = | — di = —t + ER sau, 


2 


. . . ws v 213 pama 1 
revenind la substitujia făcută, I = ————, 
xyi — al 


dz 
79, L=| —. 
n+1 


(a + ba") " 
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R. Se face substitutia a+ hr" == — (a + ba”, (1) și diferentiind în (1) 
x 


—— astfel Z = — — și revenind la substitutia făcută 


P — b a 


xt”™ dt 1 dt 
se obţine dx = — 


x 
la inceput, rezultă / = : 


— 


a(a + bx”) " 


z” dx 
Vr 


R. Se face schimbarea de variabilă x = sin? = dr=cos Í di si integrala dată se transformă 


77. 1, =| 


în In = f sin” t dt = f sin” £ sin t dt, (1). Dar integrala din (1) se calculează prin părți, 
lutnd sin™”™:ł = u = (m — 1)sin””! t cos l dl = du şi sin łdt = dv > —cos t = v, Cu aceste 
notații, după efectuarea calculelor. se obţine: 


sin”? 1 cos t+ (m — 1-3 
De == = KK 
m 


78. Sá se găsească o relaţie de recurenţă pentru calculul integralei 


kefiry apa i: 


3 
»—1 _ r}? 1 
R 1 = a i a r a eden Ii 
n+2 n+l1 


g. Integrarea functiilor trigonometrice 


Să se calculeze integralele 3 


79 Fa sin z cos z dr: 
3 sin z + 2 cos: x i 

R. ' Notind cu f(sin x, cos x) funcţia de integrat, se observă că f(sin x, — cos x) = —f(sin r, 

cos 1); în această situație facem substitutia sin r = i = cos x dz = dt si integrala dată :e 


t di : 
transformă în rr această integrală calculindu-se prin descompune 


(2 — (2t + 1) 


prealabilă in fracţii simple a funcţiei de integrat. În final se obține: 


zis casti cai 


2 sin x+1 | 
0 ú 


1 
sin E EE 
oa 


cos x dz cos x dr 
80. LS, a 


sin? x cos 2x 


R. Dacă in funcția de integrat din Z, se înlocuiește cos x prin — cos x, aceasta își schimbi 
semnul: astfel fiind, se face schimbarea de variabilă sinz = ł = cos x dr = di şi integrala, 


l—t 1 
datá devine n= dt = — — -t = — ] + sin as 
t t sin 2, 
În I, se poate face aceeași schimbare de variabilă, obtinindu se 
I, = EEE in EITS + /2 sin z è 
2V2 1 — y2 sin q 


dx sin x dz sin 2z 
its ss ret ae 
cos 1 cos La 1 -+ cos z + cos 21 


R. În /, seia sina = şi se obţine 


3 1+ VO sin a 1 1 il i 

l= ER pe a Aa - —- In l + sin al în 7, sí 7, se poate noia fie sinx fie 
4 
cos x prin i, obtinindu-se I, = ln | 2 + l; = ———— + 2 1n(2 + sin 1). 
| cos Y 2 + sin r 
E sin 2x sin x dr 
32, Ii = | ai dx, La = E . 
cos 32 1 +cos x + cos 2r 


N 
R. În 1, dacă se înlocuiește sinx prin —sin x, funcţia de integrat își schimbă semnul; 
se face deci subsiiluția cos x = i = —sin r dí = dí şi integrala dată devine 


t dt A C 
d = ll Se, al A Oa ee dí ete. 
3 — 473 / V3 — 21 V3 + 2 


În I, se lace aceeaşi substituşie, din acelaşi motiv câ la 1,, rezultind 


dt 21 1 ! l | 
dl Parera he E = In 24 -——,|. 
[ — 26 l | CCS Tl 
: sin t . 1— tga C lga—= tg: 
83. 1, = A Toa da A BA L-A 
> sin a + cos zx I + tisa tg a4- tgar 
da da te a 
A A iasi E E... SIRE Lata de 
(a cos x + b sin 7)? ) a+k tgr 1a tg z 
R. Funcţia de integrat din 1, își păstrează semnul dacă înlocuiui voncomitei pe sín 2 
d . 
cu —sinx si cosx prin —cos x; astfel fiind, facem substitufia tgr -= i= a ol sau 
cos: x 
E t di p A Bl C 
(1 + B)dx = d! si integrala dată devine Z = \ ——————— = | Pi + ii d! = 
HeD Dura azi] 


1 1 ; sal tea ti . 
= — — In ((* + 1) 4 — arcigt, de unde revenid ia substiiupia făcută iniţial, obținem in 
2 


1 
fina; h = aa — In | sinz + cos x |]. 
i 2 


COS r 


dx se poate calcula asaciat cu K, observind 
sin r + cos x 
că h + = și h 1, = n [cos x + sin x], de unde rezultă imediat 1, şi J. 

În integralele I, — 1, se face din aceleași motive ca la 7,, substitujia lg x = t, obţinin- 


> 


Observaţie. Integrala 1 = | 


du-se rezultatele: 


1 COS £ 
l, = ln į cosx + sin z|. I, = sin 2a In |sin(a + x)| — x cos 2a, I, = — — : — 
i b acosz + bsin z 
az b inja cos x b sin x In(cas: a: + a? sin? x) o 
Il, = o iu a pa AR EA le = E ae Alo naut dt (cu az 3 1). 
a: +b? 2 a? — 1) 

cos? x dz f sin: x dz 
84. I == ( ap I, => A ES N 

cos 27 cos 2x1 


: cutu: ace i? rale se face asccia serv că 
R. Calculu! acestor integrale se face ascciat, observind că 


cos 2r 


T , 1 1 
te a] ls Ll, = — | — x 4+ — ln 
| 4 2 l. 2 


1 
si h- hh= | dx = x, de unde rezultă imediat 1, = -- e+ 


] 
+ — In 
2 
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q du dz 
Fo aa ca at 


COS: x + a SINE x Sin? x y vosti 


-R. Deoarece funcţia Ge integral din Z, își păstrează semnul cînd tnlocuim simultan pe sin x 


1 
prin —sina şi cosx prin —coszx, facem substituftia tgx = (= —--—- da=ul sau (1 + 
cos: 2 
i dd LS 
+ te? x)dr=d/. Se obţine 1, = — urc ts(a tg x). Pentru I, se observă că sita + costz = 
a 
is SER dt va a 
= 1 —— sin? 2x; se face aslfel substiluţia tg 2r = t şi avem I, =|--— = —- arctg —+- 
2 JË + 2 2 p2 
R dx 2 W dx 
u + b cosx a + bsinz 


R Deoarece functiile de integrat nu-și schimbă semnul x cînd înlocuim pe sin x cu —sin s, 
sau cos x prin — cos q și nu-şi păstrează semnui cînd facem inlocuirea concomitentă a acestora 


a natură 1 2 di 
în acest caz se face substilufia tg A A e Ul, sau încă di = —— 
: : „IX 1342 
2 cos: —- 
2 
1 + 
deoarece ——— = Í 4- toi --- |* 
x 2 
cos: — 
2 
A ( di ja 
Astfel fiind, avem 1, =2 YM ———---— = — arctg —-- tg -—— pentru a?>b şi 
Ma nehi Vai — b? a+b 2 
Vbo is +/o Fa 
1 2 1 T 
ÎN , pentru b? > al, iar peniru a = b, Å == —- tg —4 
Vb: — a: Iz 1 Ho a 2 
Vb — u tg — —Y ba 
2 


Corespunzător se găsesc următoarele rezultate pentru T, ere se calculează tot prin sub- 


3 T y 
stitujia tg — = ib. 
2) 
z 
2 ua +b 
Il, = FEAT oreta — -=z , pentru a? > be; 
Val — b: Va: — b 
ate +boVr=a 
1 2 
I, > In i, pentru b? >a2 3 

Vb: — a? ES a 

atg— +b + fi-a 
2 
2 1 
la = — — ———, pentru a= b, 
j i + tg Z 
a 
C: 
97. I = A: A e 
J 3cusz + sinx- 1 a 
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y 

R. Funcţia de integrat nu-și schimbă semnul cînd inlocuim pe sin x cu —sin z si nici cînd 
înlocuim pe cos x cu —cos x; de asemenea, dacă înlocuim concomitent pe sin x si cos a cu 
opusele acestora, funcția de integrat nu-și păstrează semnul. În acest caz, se face substitulia 


di 1 t l 
tg = osi şi integrala dată se transformă în I = — | = — In T | = 
(t + DU — 2) 3 i— 2| 
tg d +1 
1 2 
= — In | ————— e 
3 
i tg 220 
2 
dv dr d: 
83. dl regar rar lo = | E 
sin x — sin a COS T — Cosa COS xv — sin dz 
R. Cele trei integrale se calculează cu substitutia ta E = ti, iar pentru ușurința calcu- 
2 
lului se va putea introduce corespunzător si tg sá ; se obțin rezultatele; 
2 
EA +a Y 
sin sin- 
1 2 2 fo : SrA 
Tes In o ja In L=- mlg] 22i 
cos a rta sin a waa S 2 2 >] 
cos sin 
2 2 j 
dz dx cos? x + 2 cosx 1 
89. I, S I, = | Il = E dz. 
sin x + tgz 3 sin x + 4 cosx cos +2 
z 1 i 1 
R. În Z, se face substituţia tg ee L; rezultă în final 1, = — in ctg că + ————— ( 
2 2 2 2(1 + cos 1) 
T 
hn 1 2tg 2 il, 
În I, se face de asemenea substitutia tg — = 1 si rezultă în final Z, = — In ; ———— `e 
2 A 
TA, 
2 


În I, se efectucazá mai întîi impártirea în funcția de integrat și rezultă? 


1 i i 
Is = | [cos x — 2 cos T + 6 — i dx, inlegrala y da calculindu-se prin sub- 
2 + cos x 2 + cos T 
ý 
B aa 
z 29 D 2 
stitutia te = 1. În final se obține : I, = E v+ sin 2x — 2 sin x — == arctg 73 e 


. x l 
Observatie. Calculul direct al integralei Z, prin substituția tg — = teste destul de anevoios, 
2 


90 1 =) cos: + 3 cos x — 1 de 
cos?r+5cos*tr+8cosr+4 Ml 
¡ ; ; ; 1? + St — 1 
R. Notind cos x =, funcţia de integrat se poate scrie sub forma —————————- = 
Py 5:+ 8.44 
3 4 -3 , di A 
= —— + — — şi d(cos x) = di => dí = = . In final se obţine 
(1 + 2): +2 t+41 1 + 

te Z 2 tg Z 

2 

I= 4Ņ3 arctg EN S IE, 
2 
3 le: 2 
2 
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91. [= | dx 
cos? 1 + sin? x ` 
R. Se observă că cos?z + sin? x = (cos x + sin t)(1 — sin x cos x), (1). Datorită sime- 


SR T. 
triei in sin z şi cos x din (1), putem introduce arcul auxiliar t = x — — si integrala dată 
d 


2, di 
devine 1= ya ———., (2), 
2 1 
cos 1|1 — — cos 2/ 
2 


1 du 


În (2) notăm sint=u si integrala se transformă în I = — 


, aceastá 
| 

= + u? 

2 


sæ 


integrală calculindu-se prin descompunerea prealabilă în fracţii simple a funcției de integrat 


ER A ati Er 
a [E + e) 1—u litu 1 yp 
2 2 


92. I, = [sin 3x cos dz da, I, = fcos x cos 3x cos Gr dz, 1; = (sin? 3x cos’rdzr; 


R. Funcția de integrat din /, se scrie sub forma : — (sin 8x — sin 2x), rezultind imediat 
2 
cos 8x cos 2x 


J = — r 
16 4 


1 
; pentru Z, funcţia de integrat se scrie sub forma : — (cos 4x Y 
2 


1 1 
4 cos 2r) cos 6x = — (2 cos 6x cos 4x + 2 cos 6x cos 2x) = — (cos 10x + cos 8x + cos 4r Y 
4 4 


+ cos 2x), integrarea acum nemaicomportind nici o dificultate. În 1,, trecem de la sinus şă 
cosinus de puteri la cosinus de arce multiple şi funcția de integrat devine sin? 3x cos? x = 


1 — cos 61 1 + cos 2r 1 l | , 
= -° -- = — (—cos ba cos 22 — cos Ba + cos 2x — 1); apoi se ţine 
2 2 
î ] í : a sin 2x 
seama că cos fm cos 2x = — (cos 8x1 + cos 4x) rezultind în final I, = — + — 
2 d 8 


sin 4x sin 62 sin 8x 


32 24 64 


s e 


/ 


Il. Integrale definite 


93. Să se calculeze integralele definite 


| 1 
Lis de dz ; 1, = f (32? + 4)e%dz ; 
0 
I; = f (e — e) dz; 
3 
l, = f (27 + 2-7) de; 1; =/x2 In(2% — 1)dz; 
0 2 
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e 1/2 
dz 
i Dai 
) mano) Vaz a a VI aa 
0 
e 
1 + /z +1 in r 
A dz; ms NES 
I+ Val ? sil 
U 1/e 
1 
ME dx. 
(1 + 2) 
2 
r— 2 r—2 a ; . 
R L=- | — dz A — dx si efectuind toate calculele obţinem 1, = 
) (1% — dx)? (x? — 42) 
1 , E A PARE, e ie sta 11. 3 aa 
= — : I, se integrează prin părți, rezultind în final Z, = —— (e — 1); I = — —e £ 
2 4 4 
1 -la 3 a A ga ; : 
pe. l,= : pentru calculul integralei Z se va face mai inti substitufia x= u, 
4 2 In 2 
apoi se integrează prin părti rezultind in cele din urmă: 
t? -+ 1 5 — | 2 
L= N je pi E id E e li 
lg = — —————————] ; în /, se face mai întîi substitutia yı — x! = (i — x) şi integrala 
21 + lIn r) [3 ; 
Vă 
di 2 21+1'y: E A x: RT 
devine 1, = e DRE = — arctg E v3. în 7, se ia mai întîi Ye + 1= ls dr= 
Je+t+1 V3 V3 lo i 
0 


in: 
=æ 8f’ di ete. ; la = $ - = AS E aa =1; 
1/e 1 
1 
Lio = — (e — 2). 
2 


94. Sá se calculeze integralele definite 


5 1 
— 2 5 
1, = (= da dz ; la = | ae arts a de; 
a—l (1 + ry 
2 0 
1 1 
/ l — q 
I, = | aretg a de; bah 
(1 + a) + a 
0 vw 
la | . 
ee ee 1 f(|” a E da; 
ly ay a T 
=. 1 
2 
1 1 
1 
Le a dz ; In = lr? 
1+ e ad a die 
0 = 
1 i 1/2 
2 dr 
1 [E in O 
3 a2+a+1 i j (1 — 121 — a? 
0 0 


i r 1 
R. JI, = 13 — 8in2; pentru 7, si 1, se ia arctg x =t, rezultă în final T, mi și I= 
> 4 


is e pentru Z, se ia mai întii x = tg ọ şi integrala se translormá in 


8 
mji 
V2 cos po — +) 1/4 a 
= Vio td dọ = Tm? + | In cos E e >) do — 
d E cus p 9 a 4 
0 è 
rt 
— | In cos o de și apoi se ia a p = 9 rezultind 
J 4 
0 
ro ; : : 1 E A E 0 3 
1, =-- In 2; în calculul integralei I, se ia x + — = -—i gsi cind t= — > t= iar 
2 2 2 “ 


e: . 
cind x =00, î— oc, rezullind în final 7,= z; L= 4+1; peatu calculul  inlegroiel 
Q 


nedefinite Ie, se ia Vi +x = l> dz= 68, rezuliind în cele din urmă J, = 


— 6 1 pp 1 E i 
= aa Va E ră Amara Va Ay E z pt l +ü arcig Y tj; 


' XL 1 1 A | 1 
I, == -- arctig cd + — —— Da ; 
16 2 8 xt + 2 +5 ¡1 
ESE TEE 15 
Is = |— In—| ; în 7, se noteazá x = sin y, rezultind I, = -—. 
| 2 3 3 


95. Sá se calculeze integralele definite 
T2 7/2 


C A : ¿o sinlacos zx 
1 = 2 cos? x sin? 2x dz; I, = | Pia e S 
0 


1 + cos72 x 


0 
7/2 n 
T a E sin 2x du E, gi cos 2x de 
EE: AMA UN 1 = i 
Masa f y 5 — 4 cosg i 
0 0 
7/2 5 
. A 9 
I; = | {2 cos“ zx -p cosx — 1)dzr; 
—n/2 
1/2 7/2 
a | 2 sin x L COS T de SI ` sin? x dz 
3 = e T A > R 7 = A 
A 1 + cos? zx 1 + sin? xr d \ V3 + sin? z i 
-0 
1/2 1/2 
resi .xadz A ARAE 
Ie PE | ¿Arcsin “Ez ; lh = ya “dx; 
( 0 
r/S 
Y . 3 ' 
linm | É sint z — =|dz. 
2 j 
0 
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1/2 


: x  sindr sin? 2x ! 7/2 i 
R. Avem 1, =4 (1 + cos 2x) sin? 2x dr = | — — + —-— | = — ; pen 
8 6 jo 4 
0 
2 
7 cos? z sin r 


- dz, apoi se adună I, cu I4 
1 + cos: 2x 


T/ 
tru 7, se înlocuieşte x prin — zx şi rezultă Ip = | 
0 


T 1 1 ; 
etc., rezultind I, = — ; I, = — — ln — ; scia tg La t, cezultnd în final = L ;1,= 
4 2 12 


3 


T‘ e 


peniru I, se tine seama că putem scrie A 
r/2 7/2 Tm /2 


L= f [x d(arctg (sin 2)) — d(arctg (cos  2))] f arctg (sin dz + f arctg(cos x)dzr, 
0 0 0 


apoi se pune z = a — 1, în final rezultind 1, = e ; în I, se face subslitutia cosx =u si 
8 
0 
; 1 = u? 
integrala devine I, = (= du, (1), apoi în (1) facem din nou schimbarea de variabilă 
4 —u: 
1 mk 
E A : ES ia Dad E 
rotind u = 2sin? rezultind in final I, = — — — ; integralele nedefinite I, si J} se calcu- 
6 
d 
leazá prin părţi: u = x, dv = earlsin z — rezultind imediat I, = resin z 101) 
1— a? 
sau notind u = e? “80 T cj p— yi — a, rezultă 1, = — Vi — a: ent 7 (9), din 
(1) şi (2) obtinindu-se apoi 13 şi £yy 
7/2 
cos Ax y sin 4x pre 
u= > lui E clu, g etc. 
2 e) 
0 0 
96. Comparind integralcle : 
1/2 r/2 n/2 T 
l : : o : du 
A = E cos 2 dx, B = \ ln sin z dx, C = y In (sin 2x)dxr = | In sin ia ; 
0 0 0 
d `~ T 
să se arate că A = B = C = 2A + —In2. 
2 
0 r/2 
R. Punind r = e u, avem A = — | ln sin u du = \ In sin u du = N. Peutru C se 
J 
1/2 2 
notează 2x = V. 
T r/2 T 
1 
C = E | | In sin v do + In sin v do]. 
2 2 
1/2 


Dar ultima integrală din paranteză se transformă în prima prin schimbarea v= T — W şi 


1) 
prin urmare C = A. În final, făcînd suma A + B = T (In sin + ln cos x) dr = 
1/2 1/2 71/2 j 
=| In a sin 2] da = y In = de + i ln sin 2x dz sau 24 = — Z In2 + A, de unde 
U E 0 y 0 j 
A = — a n 2. 
2 


. v . . id a . e T 
A reprezintă aria cuprinsă între curba y = In cos z, axa xr’ si asimptota rt = —. 
2 


z şi 


97. Se dau hiperbola echilateră a? — y? — 7=0 si parabola y? => 


se cere: 


1° Sá se calculeze aria cuprinsă între cele două curbe. 
2° Volumul general de domeniul de la pct. 1° prin rotirea acestuia în jurul 
axei ra” cu 180”, 


R. Punctele de intersecţie ale celor două curbe sint M(4, 3), 1/'(4, —3), virfurile hiper- 
bolei fiind în (y7, 0) si (-y7 i 0), Astfel fiind, aria respectivă este dată de 


4 4 4 
A =2 (| Vz az — | ai — 7 dz ) iar volumul rezultă din V =z a | x dx — 
“a yF i 0 
4 
— (e 7) de] 
V7 
1 


98. Sá se calculeze aria mărginită de graficul funcţiei f(x) =——=—, 
|e +V 4— a2] 


axa uz şi dreptele x=0 si t= 2. 


T i A A. l 
R. A = — (pentru calculul integralei nedefinite se va putea nota x= 2 sint și 


apoi x = 2 cost, adunind apoi integralele respective). 

í 
99. Să se calculeze aria mărginită de prima bisectoare a axelor de coordo- 
nate şi curba de ecuație f(x) = 2 sin 2. 


T? 
R. A = į (x— zx sin ad = — — 1. 
8 
0 
100. Se consideră funcţia f(x) = e~? sin z si se cere sá se calculeze aria cu- 
prinsă între curba reprezentativă, axa 2'x şi dreptele z = 0, xz = kx. Sá se 
găsească apoi valoarea acestei arii cind k > œ.. 


si uz baie 
R. pene i E ea ti A A 
2 2 
i car e e ee o. erez, $ 
101. Se consideră functiile f(x) = a g(x) = = = și se cere să se 


calculeze aria cuprinsă între cele două curbe, axa yy" şi dreapta z = à. Care- 
este valoarea acestei arii cînd A= œ? 


À 
R A= MUO — glx)jūx = 1 — eà şi cind A —> oœ, A=1. 
0 


211. 


Nn — 
102. Se consideră funcția f(x) = para (n e NN f1!) si se cere să se cal- 
| V1— 12 i 
culeze aria din primii: cadran mărginită de curba reprezentativă, axa ab- 


` 


sciselor şi asimptota x= l, 


À 
pn” 
R. Se poate scrie 4, = ——— dr cu 2 A 1 
y l— r” 
0 
A 
1, A — ya 1 i 1 
Dar An == — a AES SE și — A — 1] şi cind à Ai A, = —. 

2N V 1 — a n n 


103. Să se calculeze aria mărginită de curba de ecuație f(x) = sinír ln 2) + 
+ cos(r ln 2) — l. axa za şi dreplele x = Ve, t= că, 


R. Intersectiile curbei cu axa absciselor sint punctele (1, 0) și (ye, 0) : aria respectivă 


este deci 


Ve 


A = f f(a)dz. calculul integralelor f sin(x in dr si J cost= în x)dz fácindu-se prin părți, 


y . ` . sf . l 
notîndu-se pentru ușurința calculuiui n lu x = a = x = e ®/F şi dr = — e0/r, 
i T 
2n 
În definitiv rezultă A = el? (cos a + sina) |. 
rii e SIR F 


104. Se dă curba de ecuația y” = 2* şi se cere sá se calculeze volumul gene- 
rat de aria cuprinsă între curbă, axa 22 si dreapta r = a, cînd aceasta se 
roteşte în jurul axei absciselor cu 280%. 

Să se calculeze de asemenea volun:u: generat de aria cuprinsă între curbă, 
axa ordonatelor și dreapia y == Yau» cînd această arie se roteşte cu 360” în 
jurui axei yy'. 


Pentru ce valoare a lui a cele două volume sint egale? 


( ds 
R moara E. Ve aj ra a 
4 
0 U 


105. Să se calculeze volumul generat de aria din cadranul întîi cuprinsă 


a . ` J ` a y ] 
între curba de ecuzţie f(x) = Pa şi axa 2'x, cînd această arie se roteşte 

da + 
in+jurul axei absciselor cu 360°. 


a Co A 
r E ; 3 dde? + 1 . 
5 Pani T wann o lim i Ca lim fi 
Vas 2 1) 12) (40% + De 12 100 d (da +1) 12 aa | 
0 U 0 


10€. Să se calculeze volumi! generat de aria cuprinsă între curba de ecuaţie 


1 . , 
f(x) = —e'%, axa da si axa ordonatelor. 
T 


0 2 xo b 
R Ve | = et dr=r = eS deta A —oo şi X —0. Efectuind calculele se 
—00 A 
2 2 
găcaşte V = — al gi dE cind X A 0, iar A> — œ, V= = 


107. Se dă functia f(x) = Vz arc tgVz cu xef0, 00) şi se cere să se gă- 
seascá voluinul generat de aria mărginită de curba reprezentativă a lui f(x), 
drepiele y = 0 şi z = y3 în jurul axei az. 


y3 
it, V=rj x arcta: x dx, integrala nedefinită putindu-se calcula prin părţi luind 
0 


æ Gr = cu şi arctg? x =v. Rezultă 

2 13 
V = — m? — —n? + rin. 
9 


107. a. Să se găsească volumul corpului obținut prin rotația graficului fune- 
fiei y = x f(x) în jurul axei za, în intervalul O < £ < m. unde f(x) este so- 
luţia ecuației diferenţiale f(x) + f(x) = U şi care verifică condițiile f(0) = 0, 
f0; = 1 

Pi . 


B. Din “(0 + f(x) =0 rezultă că f(x) = ecos + bsinz si din f(0) = 0 si f'(0) = 1, 
T 
e . i : |” 
se obține f(x) = sin x. Áven ceci V = FA x sin x dz = (sin x — Cos si = Ră 
- 0 
0 


IN. Ecuaţii diferenţiale 


108. Sá se arate că funcţiile următoare verilică ecuaţiile diferenţiale menijo- 
nate în dreptul fiecăreia, precizindu-se si domeniul de aplicabilitate. 


1? y = cea £y" + 2y' — 2y = Q. 
T 
A E R : (1 — 2%y" — ay! — néy = 0. 


3° y = sin(m arcsin z)  :(1 — ay" — ay! + my =0. 


2 sin (mM arctos 1) 


4 1] == DE a : (1 = ay” == 3zy' + (m°? = 1)y = 0, 
S y= TE : (1 — ay — zy + 1=0. 

6 y = JT al | 

re MES E piaty" + ay E =0, 

1 y= Vyi id ee 
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9 y= (x + 1) tg L+ i y cosg — y = 1 + sin z: 


10° y = e" “(tex + 1): y' cos? x — y = e" 7, 


109. Sá se găsească o relație diferențială de forma f(x, y, y's...) = 0, irde- 
pendentă de constantele C,, C,,..., în următoarele exemple: 


L y = Ca? + Caz. (1) 
R. Avem y' = 2Cr + C,, y” = 2C,, (2)- 


şi eliminind pe C) si C, intre (1) şi (2) obţinem relaţia diferenţială a2?y” — 2xy” + 2y = O.. 


E O R. y — ay = Q. 
3° y = e“(C, cos bz + C, sin bx). R. y” — 2ay' + (a? + bi)y = 0, 
4 Si a as), R. xy” + 2y' =0. 
r 
5 y = C lnz + Ca. R. xy” + y'=0. 
C az , -az 
6° = E R. xry” -+ 2y' in axy = 0, 
XI 
T y =(C, + Cx)cos az + (Caz Æ 
+ C)sin az. R. y + 2a?y” + aty =0. 
8” y = C arcsin z + Co. R. (1 — r?)y” — ay =0, 
9 y = C, cos(In z) + C, sin(In 2). R. ryt + ry +y=0. 
10° y = C, (£ + Ya? — 1) + 
+C, (z — yz? — 1)”. R. (x? — 1)y” + xy" — n’y = 0. 
2 _ 3 
Pyst as a Eee, R. xy’ — yy + a= 0} 
C 2C 


xy’? — 2yy' — x = 0. 


12° y = C,z cos(ln x) + Cx sin(ln x) + 
+ x1n zx. R. xy" — xy +2y=xIlnz. 


4 
Să se găsească soluţiile generale ale ecuaţiilor diferenţiale de ordinul 
întîi, cu variabile separabile : 


110. (x? —a%y' — y = Q. 


R. Ecuația se poate scrie sub forma Y = e si integrind avem Ta = | ii š 
y xa ALTA a? y q? eri ya 
| N 1 T—a i f 1 , | 
de unde rezultă In |y| = — in + C’ şi luind C’ = — ln C, obţinem y:* o 
2a z+a 2a 
— C z—a l 
2 +a E 


111. yy = x. 


R. Avem fy dy = E dx, cu soluțiile y = + ya + C. 
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112. yi=cctgrctgy. 


S : sin ! cos T 
R. Ecuația se poate scrie sub forma Su dy = 


COS y sin z 


dz, de unde, după integrare, 


rezultă soluția y = arccos 


sin a 


113. ;' sin 2z + sin 2y = 0. 


d d: 
R. Putem scrie | y | ja 0, cu soluția y = arcta(C ctg x). 
sin 2y sin 2x 


114. y sinx = y ln y. 


Ctg= 
R. Solufia rezultá ain f dy = | di cu y = 2, 
y In y sin x 
115. y' cos 2x + 2y = Q. 
i= 
1+tgrzr 
116. n(x + ay + m(y + b) = 0. 
a dy dx . y | 
R. Revine la calculul integraielor n | — = -m | , cu soluția generală (x > 
y +b +a 


€ 0)"(y + by =C. 
117. zy = (a — Ddí(y — by. 


d: — b 
R. Se poate serie | bea =| e dy, soluţia fiind y?(a — a) = Centa, 
a— az 


118 y'—a2"(y2 + 1)=0, nen. 


d i 
R. Soluţia rezultă din | A |- ax" dz cu y = tg | art q c), 
e n-+1 
319. y = x2?y”, 
, 1 de de 
R. Avem E Pa + — , sau | y 2 dy= + | E cei soluția generală y == 
Vy ` zx x 


A (C + In 2), 
4 


120. y + y? = 1. 


R. Se poate scrie y' = yı — j’, de unde rezultă — prin integrare — soluția g == 
= + sin(x + C). 


121. y — y co? r = 1. 


3 
R. Putem scrie | e e ( E a 
y— 1 3 Cos: a 
122. y = ry + y”. 
m dy dr —— 
/ y do des A 

R. å = A Y, E = = 146). 
vem y ll | == en soluția y 2(Vz y $ ) 
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123. xy + (z? + Dy' =0, 


4 da d C 
R Soluția rezult: di. ( as si E 0, cu y = ————. 
ja: y Viza 
t 
124. zy (4 = £) + y(Q — 1) = 0. R. y = —==0 
Y ata — 4)] 
125. xy (l =- y> = (O + Pw. 
SIPON i dy de a 
R. Revine le calculul .ntegralelo: ţ dx = | ———— 0iuţia generală fiins 
l + az: yl + y?) 


(1 — xxl + y) = Cy. 


126. 20 + 159y' =1 + y. 


ia dna SERA d 
R. Soluţia rezultă din | sa Oe e =Í L aceasta fiind r? = C(1 + z(1 + y?) 
zl + x’) p 


127. yy + (1 + y’) = Q. R. (1 + y?) = C. 
129. z(1 — 23y' = yd — y?. R. ya — 1%) = Cal — y). 
129. x(1 — 2%)y' — (2z? — 1)y? =0, 


, , | d 2x* — 1 
R. Ecuația se poate scris sub iorma ai = A dx. cu soluția y = 
y z(l — T?) 
l 
In C Vra — 1) 


c= 


130. 2*(1 — yy + y'(1 + x)= 0. R. + In — =C. 
xy z 
131. zy + Vi — 22y' = 0. 
iai | = + | — Z -= O rezultă soluţia y = re 17%+C ke R. 
u îi V 1 — y? 
132. 21 — y + 0 — y =0. R. xë + yt = ry + C. 


133. a Vy? — 1 + yy’ yz? — i =Q. 


; du +, da . O 5 
R. Din | SIRE. ARE + e 0. rezultă soluția Vi — 1 +4 Vx = 1: C, 


Y uy: — 1 Vr: 1 


134. z VIT = y + yy' Vi— y =0. R. V1— +/Y1-y=C. 
135. r? + yy'y7™ =0, 


R. Se scrie cie”? dr — ye? dy = 0, de unde — prin integrare — rezultă soluția (x? + 2r Y 
4 eT? — (y — De? = C. 


136. (1+ 2)y + E 5 1 y" =0. 


R. Se scrie (1 + z)dz + la — >) dy = 0, apoi se integrează. 
y* y 
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som 2 wa yter 
137. = y = |! n ta 


Li 


` D y Si x dx 
3. Se pcate scrie y zl y +| 
y 


TFT 


138. 27(2y — 1) = (2? — 2r -- 3)y' sin y. 

si dy . 
2r de _ mu r e cu soluţia 
zi — 2x +3 2 cos y — 1 


R. Revine la calculul integralelor | 


y3 a—1 
—-- 2arclg I= 
la — 2% + 3) Vo 003 Y = 1 = C Ñ y 2 


sau a e ea 
123. Se dă functia y A si se cere: 


v 


e — i 


1° Să se găsească o relatie diferențială de forma f(x, y, y') = 0. 
2° Din rezuitatul obținut la punctul 1° să se deducă rezolvarea ecuației 
diferenţiale f(z, y, y') = 0, de la pet. I. 


1 1 
1 x n lx 
R. :* Se observă că putem scrie y -i şi derivind avem u+!) Le mag aie R 
pel l y— 1} x? 
211 1 1 
u A ua „sau încă 2x2y' + 1 = y’, (1). 
got, r y—1 
d 1 ( de 
2° Din (1) se deduce a O an —— şi după integrare se ajunge la solu- 
y? — 1 2 e 
zL 
T 
Ce +1 


14%. Să se calculeze limitele următoarelor sume cu ajutorul integralelor 


$ 1 1 
ES, Sta + 
n+ i n +42 2n 
2: S, == O dea —— RE e a o i B a 
i V pn? 43 7 nm (2nP + n’ 
e E A E A Rt a i, i a 
i adn — 1) ~- è an — 2)+ 2b a -+ in — 1b 
S S 1 1 2 . . a 1 e 
N. Sa ohservá că S, =-- + Huur t şi censiderind funcția 
n 2 n 
lI4— 14— 14 — 
n n n 
1 
` dx 
(2) => lim S, = | -= 1012, 
i n> J! +a 
O 


217, 


Pentru S, putem scrie: 


Sc a a ral a ia 
1+ Îi 1+ | — EA jet 
n n n 
şi luînd în considerare funcţia f(x) = d , avem 
l 1 + 8r? 
1 
x d f 
lim s: = ( E E 
11— 00 1 + 8r? 12 
ü 
A b— a 
Pentru S, notăm h= si avem: 
n 
1 1 L 
EEEE OARE RR A A 
nla + h) nía + 2h) nja + (n — 1yh] 
n—1 1 1 1 l 
= — : —— | —— + Pes. 4 |— 
n n — illa +h a+2ħ a + (n — Î)h 
1 
şi luínd în coasiderare funcţia f(x) = —, putem scrie: 
z 
vb 
b 
n— 
lim S, = a EEE 2 Dacă aab, 
n> ba z b— a 
íl 
—1 1 
Ss, = şi lim s,=—, 
na n a 


141. Sá se calculeze limita sirului 
u, = À Yan + Dlan $ 2)... (an $ a} 
n 


pentru n > œ, cu a > 0. 


R, Scoatem pe n de sub radical si apoi logaritinind, avem: 


1 l 2 f n 
a E) +i (a 2] + + In ar], 
n n n i 


şi lutnd în considerare funcția f(x) = in x, se observă că putem serie; 


u+l 
lim (n u,) =f In x dx = (a + 1)in(a + 1) — alna — 1 
n=>00 a 
. (a+ 1) 1 
si ü, = —.—. 
a? e 


142. Sá se găsească limita produsului - 
Pret 


n 


yn + (n + 2)...(1n+mMm) 


elnd n > o. 
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Zi. Caz particular al exerciţiului precedent: logaritmám si avem: 


In P, = Inn 4È fnn + imn $ 1) css Mn 4 n), 
n 


n 


mipan ehes ) tmf =) bard mfi + 2). 
n n 


Acum, putem scrie: 


gi notind In(n+1)=!In n f + >) = In n + In E + J (1), devine 1 
n 


lim (In P,) = f in(1 + dr = ln 4 —1 şi deci 


ll —> 00 
— 4 
lim P, = En a a: 
n= e 


` Altfel. Se tine seamă că lim 1 = lim Vu, 
n—ovo LU, n—00 
dact u, > 0 si dacá prima limitá existá, 
În cazul de faţă avem: 
lim CL = lim ay) TEE A 
n>+1 [i+ al e 


n 


“Un Il— 00 


143. Să se calculeze limitele şirurilor; 


n n n 
U, = IAEE EEE MR 
É n? +1? t n? +22 + + n? + (n — DL 
n n n 
dy = —“— PF o ob E 
Ú AEN (n + 2) 2 E (2n — 1)’ 


Ji 


m = PL E SPOR E Zau | E 


R. Pentru u, se consideră integrala 


1 
du 1 TC 
—— = arctg xr | = —, 
1 +2 o: 4 
0 
Pentru V, se cons iderá integrala 
1 
TE 
(x + 1) | x+ ijo 2 
U 
Pentru w, se consideră integrala 
1 
— e 
(vi — a? dr = —, observind că 
4 


0 


(1) 
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Partea a treia 


Capitolul VIII 


Geometrie analitică 


(- Prin mijlocul O al laturii BC a unui triunghi isoscel ABC (AR = AC) se 
uce u secuntă variabilă care intersectează pe AB si AC respectiv in D şi E, 
Se cere locui geometric al punctului M de intersecție a dreptelor BE 
si CD. 
R. Putem lua ca axe rectangulare pe AO si BC. Fie A(0, b), secanta variabilă avind ecua 


fia y = ma. 
Locul geometric este dreapta y = h (paralelă la BC cusă prin A). 


2,/ 5e dau două axe dreptunghiulare Uz, Oy şi un punct A așezat pe prima 
isectoare a unghiului axelor. Fir A, şi A, proiecţiile punctului A respectiv 
pe Ox și Oy, iar M şi N punctele în care o dreaptă variabilă ce trece priu A 
intílneste aceleaşi axe. 

Să se urate că dreptele MA, şi NA, şi perpendiculara din O pe dreapia MN 
sînt concurente, 

R. Fie y — a = A(z — a) ecuaţia unei drepte variabile ce trece prin punctul Ata, a), si- 


tuat pe prima bisectoare ; se află coordonatele punctelor Af şi N şi apoi se scriu ecuaţiile drep- 
telur MA, NA, si a perpendicularei OP pe dreapta MN : apoi se arată că determinatilul 


ceeace e 
alà -- 1) a | 
| a a(A — 1) | 
[a A 0 | 


este nul, vrobindu-se astfel concurența celor 3 Grepte. 


( la planul unui triunghi ABC se consideră o dreaptă (A). Fie 4%. B €” 
x?! 


proiecţiile punctelor A. B, € pe dreapta (A) si 4%, B%, C” proieciiile pune 
teior A”, B’, C' respectiv pe BC, CA, AB. 
Să se arate că dreptele A'A”, B'B”, C'C” sînt concurente într-un punct, 
R. Considerâin pe (A) ca axa absciselor, coordonatele virfurilor A. B, C, five (zu Yo 
eu f = l, 2, 3. Se observă că absuisele punctelor A’, B’, Cl sint x, £a, Za, lar ecuaţiile dreptelor 
AA”, B' B” şi CC” sint de forma (A' A" y; (x, — xax + (Ys — Ysy tt — T, = 9. 


> $ . 7 La y sf 3 ` 4 , z 
Este uşor de observat că (A A”) + (B B')1(0C%)=0 de dide rezultă concuren ja 
ureptelor respective. 
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Se dau două axe oriosonale Ox si Oy şi un purct Pha, b). Prin acest peret 
e due două drepie perpendiculare variabile ; una intíineste pe Ox în pu.xe- 
tul A si cealaltă intilneste pe Oy în punctul B. Sá se arate că locul geomc- 
metric al proiecției punctului P pe AB este o dreaptă. 


Sy 


[4 
RN. Se notează A(o, 0) si B(0, B) cele 2 puncte variabile situate pe axele de coordonate; 
din condiţia «e perpendicularitate a dreptelor AP si BP se obține relaţia ug + bB = a? + bt (1). 
Nolind cu P’ proiecția lui P pe AB avem ecuaţiile: 


a 


da ip a del. | 
(PP'):y-—b= (esa) o 
Eliminarea parametrilar y si R între relațiii:e (1) şi (2) conduce la ecuatia locilul “eometric 
. 1 Y ' y 
a punctului P', care este —- + =-—1=0acicá locmai orcapla ce trece prin proiecţiile 
d Ù 


punctului P pe axele de cocrdonate. 


5. Fie punctul P(a, b) în raport cu doná axe rectangulare Ox și Ny. 

1* Sá se arate că există două drepte D, si D, care trec prin P si determină, 
împreună cu axeie, triunehiuri cu aria pz. 

2” Fie A, B, punctele de interseclie ale dreptei D, si Ox respectiv Oy 
şi Az, B, punctele de intersectie ale dreptei Da cu = E; Oy. $ Să se arate că drep- 
tele A B, si AaB, nu-și schimbă direcția cînd k variază. 

3" Să se determine locul geomelric al a P astícl încit patrula- 
teru] 4,4,B¡B, să fie inseriptibil. 


z i? T y ko — k y ja — 20b 
R. 12 (0): -— + -—— 1 = 0, (PP): —- + -— —1 = 0, unde 0, = ———, ? 
y D, (Pa b, b 
Rak rE 20b k a k Vkè — 2ab 
0, = ——— -c ; b p, E 
2 b 1,2 a 
2° Se verifică uşor câ m, =m = e 3 y = +8 
t LE] i 1 43 — “43 Bs — å a y -— «Le 


T6. în sistemul axelor de coordonate xOy se consideră dreptele AD şi BC 
determinate de punctele 4(0, 1). B(0. 11m), CC, 0), D(m, 0); se cere să ce afle: 
1° Locul geometrie al punctului de întilnire îl drepielor date, m fiind 
variabil. 
2? Solutia geometrică de la Y. 


R. 1° Ecuația dreptei AD este x + my —-m=0 (1) 
lar a dreptei BC este mx -+ y — m = 0. (2) 


Locul punctului P de intilnire a dreptelor (1) si (2) se află elimirtnd pe m între ecuațiile 
celor două drepte. Rezultă a? — y? — x + y = 0, sau (x — ye + y — l) = U, de unte t — y = 
= Y, adică prima bisectoare și x + y — 1 = 0, perpendicuiara pe prima bisecioure în P. Dar 
@ + y — 1 = Ù sste ecuaţia dreptei AC. Locul geometric este AC in cazul particuiar m = 1. 
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¿Y aceasta avind loc cind dreptele AD și BC se confundă, sł- 


«Bem A tuatie în care toate punctele dreptei AC pot fi considerate 
N Yy ca puncte de intersecție a celor două drepte. În consecință, 
ES Pa lccul veritabil este z — y = 0, pe lîngă care apare si x + 
NY + y — 1 = 0, care rezultă dintr-o nedeterminare. 
AUN EN 2° Figura ABCD est t isoscel î 
= gura -D este un trapez isoscel in care P este 
| NL punctul de intersecţie al diagonalelor A D şi BC (Fig. VIII-6) 3 
4 deci P se găseşte pe axa de simetrie care este prima bisec- 
o CIi0; Dim) x toare a axelor coordonate. 
Fig. VUL— 6 7. În planul z se iau două puncte fixe P,Q si o 


dreaptă (A) perpendiculară pe PQ. 
Prin P se duc două drepte perpendiculare variabile, care întilnesc pe (A) 
în A si B. | 
Se cere locul geometric al proiecției A” a punctului A pe dreapta QB, 


R. Se poate lua ca axă a absciselor chiar PQ, iar ca axă a ordonatelor dreapta (A) şi no- 
tind Pip, 0), Q(q, 0) se găseşte că locul punctului A” este q(x? + y*) + (p* — q3)x — pg =0, 


` adică un cerc cu centrul pe dreapta PQ si care trece prin Q. 


În planul axelor de coordonate xOy se iau 2 puncte fixe A(a, 0) si B(0, b), 
A iar prin O se duce o secantă variabilă (A). Fie P şi Q proiecţiile punctelor A 
şi B pe dreapta (A). 
Se cere locul geometric al punctului M, mijlocul segmentului PQ. 
a + àb 


R. Fie y = àx ecuaţia dreptei (A), coordonatele lui M sint: 2, = — i 
2(1 + 22) 


Um = rca ; prin eliminarea parametrului A se ajunge la cercul de ecuație z* + y? — 
A 

ni — >y = 0 (care trece prin O si mijloacele segmentelor OA si OB). 

Fo. Se consideră două axe perpendiculare si un punct M variabil în planul 
acestora. Fie P şi Q proiecţiile lui M pe cele două axe; se due perpendicula- 
rele PR si QS pe OM. Prin punctul R se duce paralela la Ox și prin S para- 
lela m la Oy, fie N punctul de întîlnire al acestora. Se cere: 

1* Să se calculeze coordonatele lui N în funcţie de cele ale punctului Me 

2° Să se calculeze coordonatele punctului M în funcţie de acelea ale lui N. 

3° Să se găsească locul geometric al punctului N cînd M se deplasează 
pe o dreaptă dată. 

4” Să se găsească locul geometric al punctului N cînd M descrie un cere 
ce trece prin originea axelor de coordonate. 


R. Se notează cu (2, y') şi (X, Y) coordonatele punctelor M şi N; avem ecuaţiile: 


(0M): xy' —xy=0 (1) 
(PR): xx + yy —r'=0 (2) 
(QS): xx" + yu —y'=0 (3) 
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Rezolvind sistemul format din (1) si (3) rezultă abscisa punclului N, iar Cin rezol- 
varea sistemului format din ecuaţiile (1) și (2) se obţin coordonatele lui N: 


a pr x! 20977 
e Pe e (4) 
ay ze yo 


din (4) deducindu-se usor 


j X? 4 ya i X: A y2 
A Y A 
xX Y 
Dacă M se deplasează pe dreapta ax + by + c = 0., N descrie curba d+ y?) + (ay + 
¿4 halay = 0, iar cind M se deplasează pe cer.ui a+ y + 2ax + 2by = 0, punctul N 
descrie curba 2(ay + bx) + xy =0. 


a10. Se dau punctele A(a — b, b— c), B(b — c, a — b) şi se cere: 
1° Sá se găsească táleturile dreptei AB pe axele de coordonate. Expli- 
ca ție. 


2° Să se calculeze analitic aria triunghiului format de tăieturile dreptei 
pe axe şi dreapta AB. 

3° Condiția ca aria de la 2° să fie nulă. Explicatie, 

4” Ecuatia cercului AOB, O fiind originea axcior de coordonate. 

5” Tangenta la cercul de la 4” în O. 


R. 1° Ecuația dreptei AB este z + y — a4 c = 0, tăieturile fiind t = y = a — c. Punce 
tele A și B fiind simetrice la':i de prima bisectoare, dreapta AB este perpendiculară pe această 
bisectoare si în consecință tăieturile pe axe sînt egale. 


1 
22—3* Aria triunghiului AOB este S = — (a — c): si condiția ca această arie să fie nulă 
2 


este a =cC; în acest caz dreapta AB este chiar bisectoarea a doua a axelor de coordonate. 
4° Ecuația cercului AOB este de forma x? + y? — 2ux — 2ay = 0 (centrul acestui cerc 
fiind pe prima bisectoare). 
Punind condiţia ca acest cerc să treacă prin A(a — b, b — c) se găsește: 


(a — b)? + (b — 0} 
a= —— y 


2(u — c) 


5° Tangenta în O la cercul de la 4° este bisectoarea a doua, ceca ce era de așteptat, dat 
fiind că centrul cercului se află pe prima bisectoare. 


Tu. Se consideră un triunghi A BC înscris în cercul cu centrul în O si raza R. 
Să se demonstreze că tangentele în A, B şi C la cercul respectiv intilnesc 
prelungirile laturilor BC, CA si AB în 3 puncte colineare. 


R. În sistemul rectangular rOy se consideră un cere cu centrul în U şi se notează cu 2, 
si y, (cui = 1, 2, 3) coordonatele virfurilor A, B, G. 

Ecuația tangentei în A la cercul O este 
xx, + yy, — B? =0, iar ecuaţia dreptei BC este: 
(Y, — Va) — (Lo — T3)U + Cala — Ta, = 0; coordonatele punctului M de intersecţie a tan- 
gculei în A la cerc cu ureapta BC (prelungită), sint: 


(£a — a) hi — (TY; — EN 


(Ya — V) R? + (Talla — Ta) 
EU > AA 3 Uy == ===" === OE 
(T3 — Tata + (Y2 — Ya): (Ta — YO + (Ya — Ya 
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În mo: asemănător se scriu si coordonatele punctelor N si P ¿2 intersectic ale celorlalte 2 
tangente in B şi C la cere cu CA şi AR. 
Este uşor de arătat că detern.nintul 


Ty Un 1l 


A= ix, Uy 1| este nul (se adună liniile H și IIT la jinis D. 


IT, el 


$12, Într-un cerc dat se iau doi dia meiri perpendiculari AA”, BB’ si un punct £ 
variabil pe cere. Dreapta BC intílneste pe AA” în D, iar D'C intiluegte pu-! 
ralela ia BB’ dusă prin D. în vunctul M. 

Se cere tocul geometric al punctului M. 


R. Lie cercu: de ecuaţie zi + y? — bt = 0, cu E(b, 0), ecuaţia dreptei BC fiind y == 
= Mx — b), unde A este un parametru variabil real. 
Coordonatele punctului C sint 


LO — 1; — 2b) 

E O, E 
lor BC şi D3 şi se elimină A între aceste ecuații objinindu-se parabola de ecuaţie y? — b(a ++ 
-+ b) =0 (cu virful în B’). 


TS iar ordonata lui D este —ìb. Se scriu ecuațiile drepte- 


33. In planul x0y se ia un punct P(a, b) care se proiectează în A pe Or si 
în E pe Gy. 

Un cere oarecare irecînd prin O şi P taie pe Ox în C şi pe Oy în D. Fie M 
interseclia areptelor AB si CD. 

Să se demonstreze că dreapta PM este perpendiculară pe CD. 


R. Ss ia Ele, 0) si R == raza cerculu: respectiv: cocrunitaleie punctului D sint: x,=0, 


li: — ac 
Y, = ———— „dat ecuația cerculus ce trece prin O 31 E este 


b 3 


Se scriu apoi ecuajiile dreptelor CD si AB şi apoi se obţin coordonatele punctului 


cut b( lt: — ac oa 
Îl du = — “Vu = a Sebi ÓN coeficientul unghiular al dreptei PAZ fiind mpy = 
pos Ri 
bc 
= ———— (tc. 
n: — ac 
14. Se consideră un sistem de coordonate în plan si un paralelogram varia- 
bil, ale cărui laturi trec respectiv prin cîte uu punct (ix ; una, prin punctul 
At 2, 0); a doua, prin punctul E(0, 0); a treia, prin C(l, 0); iar a patra, 
prin 74, 0), astiel încît A, C să fie situate pe iaturi opuse «le paralelogra- 
mulu: 
|” Să se arate că fiecare diagonală a acestui paralelogram trece printr-un 
punct fx Aj, iar cealaltă printr-un punct fix A. 
2 Să se arate că M si N sînt situate pe dre:pta ABCD (axa Ox). 
3” Se consideră cercurile cure trec prin punctele fixe B, C şi tangentele 
din 147 si N la aceste cercuri. f 
Care este locul geomelric al punctelor de contact al acestor cercuri şi 
tangenle ? 
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B. 1-2 Fie PO R, S virturile paralelogramului, ecuaţiile laturilor sint: 
(PS):1 = z(a - 2) (trece prin A) 
(PO):y= Bz, (trece prin B) 


(0Oh:y = a(x — 1), (rece prin C) 


Pura 


(RS): y = Ax — 4), (trece prin D) 

a și B fiind parametri variabili. 

Diagonala Pk trece prin puneclu! fix 1/(—8, 0), iar diagonala OS trece prin punctul 
fix i y de unde rezultă că M și A sini pe axa xx”, ca şi A, B, C, D. 

7 l 

3° Ecuatia cercuriler ce trece prin BD şi C este: 
(CD) = rr yt- x + 7y = 0. Dacă £E(a, 0) este un punct exterior (C,), alunci locul geometrie 
a: contactelor tangentelor duse din £ la cere este locui geometric al intersecţiei cercului (C,) 
cu polara punctului E faţă de acesti cerc, ecuaţia polarei deducindu-se din 


1 ). 
TY + Ylo — TOEF To) + z (Y + Yo) = 0 (1) 


în care 1, = Q Şi Ya =0, (1) devenind 


(2a — Dr +y -=a=0. (1) 


Eliminarea lui A între ecuaţia cercului (C,) şi (1%) conduce la ecuația locului x? + y? — 2ax + 
+ a = 0, observindu-se că dacă în loc de punctul E se ia M(—8, 0), locul cerut este cercul 
a: + y? + 16r — 8 = 0, (din punctul N nu se pot duce tangente la cerc). 


15.41 Să se scrie ecuația unui cerc C care trece prin originea axelor de co- 
ordonate si prin punctele P(1, 1) si A(z. 0). 

42” Sá se arale că centrul cercului C descrie o dreaptă, cînd A se depla- 
seazá pe Oa şi că tansentele la cerc în O și P sînt concurente pe această 
dreaptă. 

+3” Sá se calculeze unchiul dintre tangentele de mai sus si să se determine 
cercul C pentru cure acest unghi este do”, 


Ki. 1° Ecuația cercului C este 


Y 


x? -b y? — ux — (l -uy = 0 (1) 


centrul fiind in C (=. sea +); 
2 2 
2° Eliminind pe x intre coordonatele lui C se obține dreapta x + y = 1 (paralelă la bisec- 
loarea a doua a axelor de coordonate). Tangenta la cercul (1) în O este ax + (2 — a)y = 0, (2) 
iar tangenta în P(1, 1) este (2 — at +a —2= U. (3) 
* Pentru a arăta că dreplele (2), (3) şi x + y = 1 sint concurente, trebuie arătat că determi- 
nantul 


2 —a a —2 


este nul (conditia de compatibilitate a sis- 
temului respectiv). 


2a — 1) 
gix — 2) 


3° Notind cu e unghiul format de dreptele (2) şi (3), avem tg ọ = şi punind 
condiția p = 45°, rezultă a = 2 + V2. 
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"16. Se dau punctele A(0, 4), B(3. 5) si dreapta 37 + 2y — 10 = Oi se cere: 

1° Ecuatia cercului ce trece prin punctele date si are centrul pe dreapta 
dată. | 

2” Ecuația tangentei la cerc în B. 

3° Aria triunghiului avînd ca vîrfuri: originea, punctul A şi centrul cer- 
cului. 

4” Locul mijloacelor coardelor variabile ce trece prin punctul B. 

5” Solutia de la 4% pe cale peometrică. 


R. 1° Ecuația cercului este de forma 
22 + y? — 2ax — 2by + c = 0; punind condiţia ca cercul să treacă prin A și B si apoi scriind 
că a, b verifică ecualia 


3x + 2y — 10 = 0 se gásesle a = = b = 1, c = —8. Ecuația cercului este deci 
3 


Paps O A (1) 
3 
2° Tangenta în B are ecuația x + 12y — 63 = 0, 
id Fraai TAE f S 16 
3° Aria triunghiului cu virfurile in 0, A şi C|—, 1] este —. 
3 3 


4% Fie A£(a, 8) un al doilea punct în care o sccantă variabilă ce trece prin B(3, 5) inter- 


că eN ua 


seclează cercul (1). Mijlocul lui BM are coordonatele x= ai 


de unde rezultă 


« 
el 


a = 2x — 3 si B = 2y — 5. Scriind că a si B verifică ecuaţia cercului (1) avem (2x — 3)% + 


16 
+ (2y — 5)* — a (2x — 3) — 2(2y — 5) — 8 = 0, sau efectuind calculele obținem cercul 


17 
a + y? — — r — 6y + 13 =0. 
3 


Altfel. Ecuația unei secante variabile ce trece prin B este y — 5 = Mx — 3). (2) 
Eliminînd pe y între (1) si (2) obținem ecuaţia 


8 
(| + 122 4+2 (2: + 4à— >] x + 9%}? — 2417 + 7 =0. (3) 
3 
Tie x,, x, rădăcinile acestei ecuaţii; coordonatele mijloacelor coardelor variabile ce trec: 


prin B sinl: 
__ Tı + Ta 9)2 + 122 + 8 m= Ui + Ya 


— O PPP a o 
— — — — 


2 O 2 
MA 3) 5 MA BH 5 3 2415 (3) 
9 3(1 + 142) 


Eliminarea lui à între relaţiile (3) se face luînd ca necunoscută auxiliară a = A? <- 1. (4) 
Înlocuind (4) în (3) si rezolvind în raport cu A și « se obține 


E 121 — 37 
a E a e: (5) 
3(x — 12y + 9) x— 12y + 9 
naa e f i 17 
Inlocuind (5) in (4) şi efecluind Loale calculele, obținem cercul: x? + y? — — qt — ôy + 
3 
J- 13 = 0, (6) 
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50 Loenl mijloacelor coardelor variabile ce trec printr-un punct fx siluat pe un cerc (C) 
dat. este un all cere tangent interior cu (C) si trecînd prin punctul fix si centrul cercului (C), 
avind caza egalá cu jumătale din aceca a cercului (C). 


»17. Se consideră un sistem de axe o rOy A o dreaptă ale cărei 
tăieturi pe axele de coordonate sint OA = şi OB = b. Prin mijlocul C al 
lui AB se duce o perpendiculară pe AB, care AR axe o. in D. Se cere: 

1° Să se scrie ecuaţia cercului circumscris triunghiular BOLD. 

2% Să se arate că tocul centrului acestui cerc. cînd punctul B se deplasează 
pe Oy, iar A rămîne fix, este o parabolă ale cărei elemente se vor determina. 

3 Să se arate că directoarea acestei parabole este tangentă tuturor 
cercurilor de la |. 


b a a — |? 
R. 1° (CD):y-—= yh? = , D| —, o] ; centru! ceteuiui este în C’ 


2 bd 2 2a j 
2 — b b ` az — py bz (e + b Y , ao 
— — |, razn R“ = | —]}] + = | ——— iar  ccuuţia cercului este 
da 2 du 4 da 
at — |: 
x + y? — —— x — by =0. 
2a 


no 
; E E : posa a 

2° Locul lui C'se află eliminind pe b între coordonatele acestuia, oblinindu-se y2== (=) = 

12 

AS 


N 


e y a A i a 
— az, adică o parabolă cu virful în punctul P =. o) directoarea acesteia fiind dreapta 


_ a 
2 
+0 ` a > . o a . a o 
3° Dreapta x= — este tangeniă la cercurile 1°, deoarece înlocuind pe x cu — în 19, 
„2 2 
b 32 
ecuația respeclivá devine E — — 
De 


18. Extremitátile P(u. 0) şi Q(0, v) ale unui segment de lungime constanta, 
alunecă pe axele de coordonate +0y. 

1” Să se serie ecualia cercului circumscris triunghiului OPQ si să se alle 
locul centrului acestui cerc. 

2 Sá se sludieze variaţia arici triunghiului OPO. 

3" Să se găsească locul cerut la punctul 1% numai cu ajutorul geometrici 
plane si maximul ariei OPQ fără a intrebuinta derivatele. 


R. 19 Cercul OPQ are centrul pe mijlocul lui PQ (triunghiul POQ fiind dreptunghice în 0) 
/ 


Li 


ep u D 
Coordonatele lui Cix=—, i = —. 
2 2 
a y? py uz + m 
Ecuatia cercului C este} t — —} +19 —P =r unde r= —— sam a+ y —uz— 
) , . 
4 2 k 
— vj = 0. 
A E ADA = a il v E , ; t 
Locul centrului C se află eliminind u ṣi v între t = — , jJ = şi u? + p = k? (umngi- 


Ea ze 
mea segmentului PQ este constantă). Se găseşte locul 22 + y? dí adică un cerc cu centrul 
2 


în origine şi raza egalá cu PQ/2. 
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— 


Aa UD 1 MÍO A E 
22 Aria triuunsniulu APO este S= — = J v Yke — vi, (u? + p = k’). 


Variația lui A este în tabloul de mai jos: 


S O a (A N 0 


ommen aae. 


graficul rezultind imediat. | 


D 
39 Se cbservà că OC este median în triunghiul dreptunghic POQ si că lungimea acestei 
mediane este constantă si egală cu 4/2; prin urmare locul lui C este un cerc cu centrul în O 
si raza ] = k/2. | 
Se ştie că produsul P = uw este maxim în cazul u? + v = k cînd u = v ; tinind seama 
de aceasta se regăsesc rezultatele de la punctul 2°, 


19. Se dă un cere raportat la un diametru Oz şi tangent la Oy. Într-un punct M 
variabil pe cerc se duce o tangentă, care taie pe Oz în T şi pe Oy în T,. Să 
se afle: 

1" Locul punetului de intersecţie al dreptei OM cu paralela prin T, la Ox, 

2 Locu! intersectier dreptei OM .cu paralelele din T la Oy. 

3 Să se studieze si să se reprezinte grafic cele două locuri. 

R. 19 Ecuatiá cercului eu centru în C(u, 0) este a+ + y? — 207 =0, iar tangenta într-un 
punct M(x, B) de pe cerc are ecuaţia (x — ae + By — ax =0, intersecțiile acesteia cu axele 


í 


SE K sa va : LO : 
de coordonale fiind in: T | , 0f şi T, (0, — | (unde a, B sînt parametri variabili) 
ga B 
E O A ; ag dea AOR 
Ecuația dreptei OM este y = — z, iar paralela în T, la Ox este y = — ; eliminarea lui æ si B 
[e d 


între aceste ultime 2 relaţii conduce la y? = ax, adică o parabolă. 


a 
22 Paralela în T la Oy are ecuaţia r= =a ; locul lui P este hiperbola ecbilaterá 
x— a 


tx — 0) y" 
Ec PNR EN 1 = 0, cu centrul in C (a, 0). 
a* a 


20. În planul rOy se ian pe axa absciselor două puncte fixe A si A”, iar pe 
axa ordonatelor un ali punct fix B. Fie M un punct variabil pe Ox. Se cere: 
1” Să se serie ecuaţiile cercurilor circumscrise triu„ghiurilor ABM si 
A Bl. precizindu-se coordonatele centrelor C, C' ale acestor cercuri, razele 
R şi R' precum şi distanţa centrelor CC. 

2 Să se arute că dacă M se deplasează pe Or atunci punctele C, C’ descriu 
fiecare cîte o dreaptă, tar raportul R/R’ rămîne constant. * 

3" Sù se serie ecuația dreptei CC' şi să se arate că printr-un punct Pal 
planului xOy trec două asemenea drepte. Să se găsească locul punctulu P 
astfel încît aceste drepte să fie perpendiculare. 


aa) 
hn da y) 


R. 1° Fie A(a, 0), 4'(a', 0: B(0, b), Mn, 0) punctele considerate.’ 
Ecuația cercului ABM este 


| bz am 
54 (a+ ma y + am = 0, (1) 
lar aceea a cercului A'BM se obţine din (1) inlocuind pe a cu g’. 
m a aL b 
2° Coordonatele lui C sînt r, = ale SE E A (2) 
2 2b 
far cele ale lui C’ se obțin din (2) înlocuind pe a eu «a. 
R a: + b2 
Raportul razelor este- — = —— = constant. 
R’ at + b 
. v? (a Fe a): 
8° Distanţa centrelor este CC = ———— +«(b? + m). 
' : 4b: 


Din eliminarea parametrului m intre coordonatele punctelor C şi C' (în relaţiile de forma 
(2)), rezuită ecuațiile locurilor geometrice respeclive adică 


2ax — 2by — (at — b!) = 0 
ne (3) 


2a'x — 2by — (wt — b) = 0 


relațiile (3) reprezentind mediatoarele segmentelor AB, AB. 

izcuatia dreptei CC este 
2mz — 2by + b? — m? = 0 (4), care în raport cu m este de gradul al doilea. Deci, printr-un 
punct P al planului trec două drepte de forma (4). 
Ma 
b 
sint rădăcinile ecuației (4). Dar această ultimă relație este echivalentă cu y = 0, de unde re- 
zultă că locul lui P este chiar axa ax”. 
21. Se dau două cercuri C,, C, tangente În origine şi așezate În dreapta axei Oy, 
avind razele r}, rs. Se cere: 

1° Coordonatele punctelor M si N unde o dreaptă variabilă ce trece prin 
origine taie respectiv cercurile Ca Ca. 

2 Să se arate că tangentele in M şi N la cercurile respeciive sini pars- 
lele. | 

3” Locul geometric al mijlocului segmentului MN, 

4” Solutia geometrică pentru locul de la 3%. 


s . E $ m i 
Ca aceste drepte să fie perpendiculare “este necesar ca— * = — 1, unde n sim, 
b 


R. 1° Ecuațiile celor două cercuri sint: 


(C,): 1? + y? — 2r,x = 0, (C,):x? + y* — 27,1 = Q. 


y? 


Dacă y = mz este ecuația dreptei variabile ce trece prin originea axelor de coordona!>, 
coordonatele punctelor M si N (diferite de originea axelor) sint 


2r; 2mr, 273 2mT, 
ty = — —— > Yy = Ta = —— , Uy = -e - --=, 
1 + m? 1 + m? 1 + m? 1 + m? 
Tangenta în. M la cercul C, este 
2r 2mr 2r ` 
E E y—r je +— '-]=0 (2) 
1 + m? 1 + m? 1 + m? 


iar tangenta în N la cercul C, este 


2r, | 2M, 2r, 
a ae O A — =p =U. (2) 
1 + më 1 +m? l +m* 
. . . s . m E 1 . 
Coeficientul unghiular al tangentei (1) este m y= SER iar acela al tangentei (2) este 
a 
m: — 1 A su $ 
my = 7, ceea ce arată că cele două tangente sint paralele. 
2m 
aes si ; | E ri tT, M(T, + Ta) 
32 Cocrdonatele mijlocului P al segmentului MN sint x, =————, y = ————-. 
: | 4- me l + m: 
Eliminarea lui m între aceste două coordonate conduce la locul tt + y? — (r, + ryx=0, 


os Tu k Ta 
ce reprezinlă un cerc cu centrul in el (a „O: 


4% Soluţie geometrică pentru punctele 2 si 3. 
Din figura VIlL-21 se observă că triunohiu- 
rile OG,M si OC,N sint isoscele și prin urinare 
unghiu'ile OMC, şi ONC, sint egale şi deci un- 
ghiurile OMM,, ONN,, sint egale. Rezultă că 
tangentele MM,, NN, sint paralele. 

Figura C,¡MNC, este un trapez; PC, este 
linie mijlocie în acest trapez şi avem PC, = 


C, mM + CN Pi + [e 
= ——— = ——— = const. 


2 2 
Rezultă că locul lui P este un cerc cu centrul în Ca 
: y + TI, 
si cu raza egală cu ——— . 
‘2 


22. Se consideră un sistem de axe xuy 
în plan şi două cercuri Ci, Ca cu cen- 
Fig. VIII — 21 irele în originea axelor de coordonult, 

de raze R, =2 şi R =3. 

O semidreaptá cu originea O intílneste cercul C, în P, si cercul C, în Pe. 
Se consideră perpendiculara din P, pe Ox si simetricul M al punctului P, 
iată de această perpendiculară. 

|” Să se scrie ecuaţia locului geometric (L), descris de punctul M cînd 
semidreapta se roteşte în jurul punctului O. 

2” Fie S un punct al locului (L) si T un punct care împarte segmentul OS 
într-un raport dat k; sá se afle locul geometric descris de T cînd $ descrie 
locul (L). 

3° Să se scrie ecuaţiile tangentelor la curba (L) în punctele sale de inter- 
seclie cu cercurile C. si C;. 

4 Fie A și B două puncte de pe curba (L), astfel încît OA si OB să lie 
perpendiculare, fie 1 unghiul pe care-l face OA cu Ox. Să se calcuieze valoa- 


| 1 
rea expresiei — + ` 
OA? OB: 


R 1° Se notează cu p unchiul de OP.P, cu sensul pozitiv al axei xx; coordonatele punc- 
tela P, şi P, fiind: P(R, coso, R, sin 0), PR, cos py, Ra sin q). Cum M este simetrical lui 
P, in raport cu perpendiculara dusă din P, pe Ox, avem £y = 2H, cus o — R, cusso. 


Ua = KR, sin CW. 
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Eliminarea lui o între coordonatele lui M conduce la ecuafia locului 


x* y? og SOS: 
(L): ——————— +~ -1=0, adică o elipsă. 
(21, — R, Ri 
EEF ; ke o ky aiai 
92 Dacă notăm S(x, y)şi TX. Y), atunci avem X = si Y = ; scriind că 
1 +k l +k 
S vetificá ecuatia elipsei obținută la pct. 19 rezu.tà locul iui T: 
A: yz 
E a a 2) 
OR = Roka kik y? 
l+ k | l +k 
adică tot o eclipsă. 
y 5 y? a w- w 
4° Dacă se consideră un punct A pe eiipsa Š + Sua 1 = 0, astfel incit OA să facă cu 
a? b? 


Oa un uughi 0, alunc coordonatele lui A sint 


+ ab cos 
Da, 


| a: sin: O + be cost 0 


+ dabsin 6 


ya~ PE 
y a? sin20 + b? cus: 0 


Crordonatele punctului B se obţin din cele ale iu A înlocuindu-se Y cu 90° + 0 (drep- 
tel. 04 s OB liind perpendiculare). 


l | i 1 
Se cbline + =— |» 
OA? OL: (> b: 


237 Se consideră cercurile care trec prin două puncte fixe A si Bb. 

[* Să se arate că locul geometric al extremităților diametrelor acestor 
cercuri. paralele cu dreapta AB, este o hiperbolă. 

2 Dintre cercurile considerate să se determine acelea care se văd sub 
unshiuri drepte din focarele hiperbolei. 

3 Să se calculeze lungimile seginenielor determinate de asimptotele 
h:rerbolei pe tansenlele în fiecare din punctele de intersecţie ale ei cu unul 
oarecare dintre cercurile considerale. 


R. 1° Se scrie ecuația cercurilor ce trece prin A, DBD. 

Ecualia locului: af — y? = (4%, adică o hiperbolă echilaterală cu virfurile în A şi B. 

22 Cercul e + y — ui = O. | 

39 Mărimea segmentelor determinate de asimptote pe tangentele în A si B este 2a: iar 
mărimea segmentelor determinate de asimptote pe langentele în M și A este aceeasi, auică 
2Vu: + ZA, 


a 14. Se consideră cercul: 2? + y? — RP = 0 şi punclui M (R cos«, R sin a) 
situat pe acest cerc. Fie AA’ si BB” diametrii situați pe axele Oz şi Oy. Drep- 
tele MA si MA! taie axa Oy în C şi D. iar dreptele MB şi MI? taie axa Ox 
in £ şi F. 

° Să se demonstreze că punctele C, D, E, F sînt așezate pe același cere 

Şi să se scrie ecuația acestui cerc. 

2 Să se găsească locul geometric al centrului acestui cerc, presupunind 
că M descrie cercul dat. 
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R. 19 Pentru a arăta că aceste puncte sînt conciclice, trebuie să demonstrăm că determi- 


nantul 


Zi +I Ta Ya 1 
este nul, unde (z,, r) = 1, 2, 3, 4) sint coordonatele punctelor C, D, E, F, 
2° Locul geometric respectiv are ecuaţia: 
1 


1 
+ — = — 
y? h: 


z, 1 


rž 


25. Fie C,(a, 0) centrul cercului (C,) tangent axei Oy si Ca(0. b) centrul unui 
al doilea cerc (C) tangent axei Ox(a > b). , 
Prin originea O a axelor de coordonate se duce o dreaptă variabilă (D) 
care taie cercurile (C,), (Ca) in A, şi 4,. Se cere: 
IF Sá se afle locul geometric al punctului W de pe segmentui 4,4, defi- 
nit prin relaţia MA,/ MA, = K. l 


2° Să se demonstreze apoi că punctele C,, Co, Ca — unde C, este centrul 
loculu de la 1 — sînt coliniare. 


Us i . . A . . . . ` 
3° Sá se calculeze lungimea segmentului 4,4, în functie de coeficientul 
5 5 1449 ` 
unghiular al dreptei (D) şi apoi sá se determine acest coeiicient unghiviar 
astfel încît să avem 4,4,=1 (l fiind o lunginie aală). 


R. 1° Ecuațiile celor două cercuri sînt: 
(Ci): ae + y: — 2ax = 0; (C,): xë + y? — 2by =C. 


Fie y= àx dreapta variabilă ce trece prin O. 
Coordonatele punctului A, sînt soluţiile diferit. de zero ale sisteinuiui : x? 1 y? — 207 =0 


2a 204 


| =r, unde g = ——— şi y = ——— , iar courdonatlese lui A, sint solufiile dileste 
A +1 k 
l a 2bA Di 
de zero ale sistemului 2% + y: — 2by = U, y =%2x, unde x = —— Si y = . 
A- 1 An + 1 
Cuurdonaleie lui M sînt: 
2(a — bKkA 24a — BRA 
ca Cl leit ate o (1) 
(MM + Dd — k) (A + 1u1 — A) 


Locul tui M se află eliminind pe A inire coordonatele (1). Se vede usor căi = y/x, valoare 
care iulucuită în oricare din relaţiile (1) cenduce la ecuatia 


Qi -L y? — 2 = á — = 0, (2) 


ES N a bl: 
care reprezintă un cere cu centrul în punctul cf y, = —--— i, k l. 
l=k 1 = k 


2° Pentru ca punctele C,, Ca; C, să fie coliniare este necesar ca 
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1 


— 


| 
| 
A = == 0, ceca ce se dovedeste cu ustiinijá. 


1 — k i— k 


Se mai poate dovedi coliniaritatea ceior trei puncte arálind că coorilonutele iui €, verifică 


Es 
ecuația drepte: (4,4,), -- + AED l= 0. 
u b 
: R— 15 
3° Avem două drepte y = +  -—Z. 


126. Se dau dreptele (D;): 3x — 4y + u = 0 şi (D,): 4x + 3y — 34 = 0, 
A şi u fiind parametri variabili. l 

1° Sà se arate că patrulaterul format de axele de coordonate şi areptele 
(D,). (D,) esie inscriptibil. 
29 Să se scrie ecuația cercului circumscris acestui patrulater. 

3” Parametrii A şi u verificind relaţia u” + 964 = 0 ecuaţia precedentă 
(de la punctul 2%) reprezintă o familie de cercuri. Să se afle locul gtumcuuc 
al centrelor acestor cercuri. 

4” Să se construiască locul geometric ce la punctul 3°. 


R. 1° Se observă că (D) | (D,) si prin urmare patrulaterul AOBD este inscriptihil 
(D + O = 130%. Centrul cercului este pe mijlocul C al segmentului AB (diametrul cercului). 
intersectind dreptele (0,) si (D) cu axele se determină coordonatele punctelor A şi B şi apei 
37 21 
3 a 
2° Ecuația cercului AUDB este: 


ale iui C: x = 


5°—4° Coordonatele centrului cercuiui (1) fiind 
3) u 
= y a 
8 8 
locul geometric al lui C se află eliminind pe A si u între relaţiile (2) şi u? + 964 = 0; se gă- 
seste parabola y? = — 4x. 


(2) 


Y: = 


27. Fie M un punct variabil pe o elipsă avind axele AA” si BB’. 
Să se demonstreze că axui radical al cercurilor MAA” şi MBB' este tan- 
gent în M la elipsă. 


R. Ecuațiile cercurilor MAA’, MBB’ sînt; ' 


ds ys O a E, | 
Yo 
a (1) 
b — 20 — yo 
DI j + iinr 
Lo 


unde (7,, Ya) sint coordonatele punctului M. Scriind apoi că M se găseşte pe elipsă, ecuaţiile (1) 


devin: 

c? 

z? + y4--Yyy—ar=0 
b: 

(2) 

C? 

L? p y — — ta dhal 
a? 


axul radical al cercurilor (2) fiind tocmai tangenta la elipsă in M. 


28. Se dau 2 cercuri cu centrele în o, și w, tangente în A si se duce în primul 
cere o coardă variabilă AB si în al doilea o coardă AC perpendiculară pe AB. 
Se cere: . 
1” Locul geometric al proiecției punctului A pe BC. 
So > 
2” Locul geometric al mijlocului AJ al segmentului BC. 
3 Locul geometric al centrului de greutate G al triunghiului ABC. 


R. 1° Se poate lua linia centrelor ow,w, chiar axa absciselor, iar axa yy” tangenlá in A la 
cele 2 cercuri; notind (w.(a, 0), w„(b, 0) centrele cercurilor respective, ecuaţiile acestora sint: 
xt pt — 2ax = U şi ai + y? — 2bx =0. Dacă sc consideră y=44 ecuaţia dreptei AB, atunci 
ecuatia dreptei AC este t + ùy = 0. 

Se găsesc coordonatele: 

2a 2A 2n)2 2b) 


Up = T, = 


= Ye 


» Yg = , “e ? zi 
LER Mee E a 142% 


| 
| 


Tg = 


Ecuația dreptei BC este (a + baz — (a — Ab)y — 2b) = 0 iar aceea a perpendicularei 
bi: — a 
pe DC este y =———— q (cu u + b 40). 
(a + ba 
Eliminarea parametrului à între aceste două relaţii conduce la :ocul geometric de ecuaţie 
2b MEN , 
nt y? — —— T = 0, adică un cerc cu centiul pe Tr^ 
a+ b 
22 Locul lui M este dat de 
(x — A (1 — UM — b; + u?]— 0, adică o dreaptă și un cerc. 
32 Locui geometric al punctului (e este 


(3x — 20 [(3x — 2a(3x — 2b) + 9y:] = 0, adică tot o dreaptă si un cerc. 


29. Într-o elipsă se duce o coardă BC paralelă cu axa mare AA” si fie T pro- 
iectia virtului A pe dreapta LC. 

1” Să se arate că 

b:-TB-TC = a*-TA?, 

unde a, b, sînt semiaxele elipsei. 

2° Să se afle locul geometric al intersecţiei dreptelor A'B, AM, unde M 
este mijlocul coardei A'B (B de aceiaşi parte cu A). 

R. 1° Se consideră elipsa a + A ei 0, punctele: B(a, B), C(—a, B) si T(a, B), 

a? b? 


z z 
parametrii variabili «, B verificind ecuația elipsei — + E. —1=0, (1) 
a? 2 


2° Nolind M(U, B), avem ecuaţiile dreptelor : 


B N 

(4'B):y= (x + a) | 
a-+a 

(2) 


B 
(AM): y = — = (x — 4) 
a 
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Din relaţiile (2) aflăm pe a si B pe care le introducem în (1) si obţinem locul 


ET ŢI —= 
2a y: 2b V3 X 
E | 3 
4) 13 


x A a da . 
adică o elipsă cu centrul în [- To o) „avind axele E si a 


30. Pe o elipsă se consideră punctele M si N ; paralela prin M la BB' inter- 
secteazá paralela din N la AA” în punctul J. Fie P intersecţia normalei in M 
cu AA' si Q intersecţia normaiei în N cu BB”. Sá se arate că punctele P, 
Q, J sînt coliniare. 


R. Ecuația dreptei PO este 


ax by FE 


ae ce Daia == 0 


ti Y: 


unde (xı, Yı) sint coordonatele punctului A ; notind cu (x,, y») coordonatele punctului N, punc- 
tul J va avea coordonatele (x,, ya) care vor trebui să verifice ecuaţia dreptei PQ. 


31. Se consideră o elipsă cu centrul O şi de focare F şi F’. Pentru fiecare punct 
M al elipsei se duce normala în M la elipsă, care intersectează axa y-ilor În- 
ur-un punct P. Se cere: 
w aa / Pe A bd 
1° Sá se calculeze ra? cind punctul M se deplasează pe 
ñ “A po”; E 
clipsă. 
2 Sá se găsească locul geometric descris de centrul cercului înscris triun- 


— 


Shiului MEF” cînd M descrie elipsa dată. 


R. 19 Se poate lua M(a cos y b sin o); se serie ecuaţia normalei în M la elipsă şi se esl- 


E : ; i 3 S Ed „iei c [a depa 
culează apoi coordonatele punctului P. Se fine seamă că “M=-—|—— acos q] si FM = 
a\c 
c a? 
= — ja coso + —]. 
a c 
2° Centrul Z al cercului înscris în triunghiul FMF” se găsește la intersectia dreptelor: 
besin e ; . a A 
y = ———— şi b(y — b sin ọ) cos y = a(x — a cos ọ)sin o; eliminarea lui y intre aceste 2 
a+c 
> : zi y? se ad 
ecuafii conduce la locul lui I, care este — + ———— —1=0, adică o elipsă avind axa 


mare FF”; 


32. Prin originea axelor.rectangulare rOy se duce o secantă variabilă care 
intílneste elipsa 2% + 4y” — 4 == 0 în punctele M. M'. Prin M se duce o 
tangentă la elipsă, care întilnește axa zz' în punctul N. Se cere sá se găsească 
locul geometric al centrului de greutate al triunghiului OMN. 


E lj 


R. Locul este clipsa — L:=. 0, 


33. Se considerá elipsa = + - —-1=0. 
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1 Să se găsească punctele de pe elipsă în care tangentele respective fac 
cu axa Oz un unghi de 45° şi să se scrie ecuaţia tangentei în unul din aceste 
puncte. 

2” Se consideră un punct M variabil pe elipsă, care se uneşte cu extre- 
mitátile A si A, ale axei mari; sá se alle locul geometric al ortocentrului tri- 
uighiului AMA. 


a , pa a IX, YI 
R. 1° Ecuația tansentei într-un punct (To, Yo) de pe elipsă este — + YYo — 1=0. (1) 
16 4 
af Li Aia To 
Punem conditia ca cuelicientul unghiular al dreptei (1) sá lic egal cu 1; avem —— = 
4yo 
=1, de unde 1, = — ílo. 
Dar punctul (25, Yo) se allá pe elipsă, deci avem 
») -l E 
xo + ius — 16 =0, (3) 


5 EE 


ð a O n aia ; 
Din (2) și (3) deducem t= E si y, = + E Ecuatia tangentei — de exemplu — 


3/5 2/5 


ES 
tul | — —— ste x — 2 V5 =0. 
în punctu | 5 ) este x — y + 2 V5 


2° Fie M(a, B) un punct variabil pe eiipsa dată ; locul geometric al ortocentrului trivn- 
ghiului AMA, se află eliminind pe œ si 5 dintre ecuaţia dreptei y = 2 (una Gin ináljima), a 
dreptei perpendiculară din 4, pe MA (o a doua înălțime) şi relația: 


qi + 48* — 16 = 0, (4) 
(M se găsește pe elipsă). Ecuația perpendiculare: din A, pe MA este y = ds (a+ 4) 
f3 
p 
as a E q — A 
de unde rezulă că ff =- (zt 4). (5) 


y 


Înlocuim in (5) pee cuz si apo; pe « și B cu valorile obţinute în (4). Se giseste elipsa 


1 


34. Fie AA’ axa mare a unei elipse cu centrul în originea axelor de cuordo- 
nate 10y şi M un punct variabil pe elipsă. 

Se uneşte M cu A si A’. Să se afle: 

I? Locu punctului P de întîlnire a dreptelor AP si A'P ridicate per- 
pendicular respectiv pe AM şi A'M în A si A. 

2 Locul ortocentrului H al triunghiului AMA”, cînd M se deplasează pe 
elipsă. 

3" Locul centrului de greutate al aceluiaşi triunghi. 


R. 1° Cie btr: + uz: — ab? = 0, ecuaţia (1) 


elipsei date şi M(a, B) un punct variabil pe (1). 
Perpendiculara în A” pe MA” are ecuația 


a + au 


y=-—— a +4), (2). 


iar perpendiculara în A pe MA are ecuaţia 


(x EN a). (3) 
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Eliminarea lui « si 8 între (2) (3) şi (1) con- y 
duce la 


1? y 


zt 
a” a? |* 
g 


2° Locul ortocentrului JZ este aceeași elipsă 


— 1 = 0, adică o elipsă. 


32 Locul centruiui de greutate G este elipsa 


az de y* LN 

a 12 b 2 

= a Fig. VHI — 3. 
(z) E = di 


Notă: S-a văzut că locul lui II este același cu al lui P ; aceusta se explică observi:d că 
patrulaterul PAÑA” (fig. VILI-34) este un paralelogram că H este simetricul lui P faţă de O 
(punctul de intilnire al diagonalelor) şi că prin urmare locul lui H este acelaşi cu al lui P. 


35. Se dă elipsa 4x7 4- 9y” = 3% si se cere: 


1” Să se găsească m astlel ca dreapta (D) : mi — 2y -- 5 =0 să fie tan- 
gentă la elipsă. delerminindu-se punctul de contact în acest caz. 

2° Să se arate apoi că dreapta (D) este tangentă și cercului cu centrul în 
origine şi avind raza egaiă cu jumătate din distanţa focalá. 

3” Sá se studieze si sá se reprezinte grafic variaţia puterii unui punct M 
mobil pe elipsă, în funcţie de abscisa acestui punct, fatá de cercul cu centrui 
În punctul de intersecție al elipsei cu semiaxa Oz şi avînd raza egală cu semi- 
axa mică a elipsei. 


R. 1° Din ecuaţia dreptei (D) scoatem y = Lucia ii si înlocuind în ecuația elirsel obținem 
á l 
(16 + Im)? + 90 mx + 81 = 0. (1) 


Punind condiţia ca (1) să aibă o rădăcină dublă (discriminantul nul) obţinem m == 4-1. Avem 
deci dreptele: (D.): 2y = x +5 şi (D,):2y = —x + 5. Punctele de contact ale celor două 
9 8 9 8 
tangente cu elipsa sint |- =; =] a a i =]. 
5 5115 5 
2° Cercul cu centrul în origine gi raza egală cu y5 are ecuația 1? + y? = 5. 
l. 
Intersectind cercul (2) cu dreapta x — 24 + 5 = 0 se obține x, = x, = —1 Şi y, = J: = 2, 


ceea ce arată că dreapta (D,) este tangentă la cercul (2). 


RS 
© 3° Fie M |æ, = V°? — a) un punct variabil pe elipsă. Ecuația cercului cu centrul în 
3 


(3, 0) şi raza b = 2, este 


z? + y?—6r+4+5=0,. (3) 


5 i 4 y 1 
Puterea lui M [aţă de cercui (3) este P = œ? + a (9 — a) — 6x + 5, sau P = — (Du? — 
9 


— 54a + 51). 

z 1 

inlocuind in (4) P cu y șia eu x se obfine p = —- (Ba — 54a + 81), care reprezintă o pura- 
9 

boiă. 


50. Dreapta y = kx taie drentele z-i- y — 1 = 0 ṣi xv — y — 1 = 0 în punc- 


tele P si Q; se cere: 

P Aria triunghiului format de aceste drepte. 

2° Parametrul A fiind variabil se să găsească locul geometrie al mijlocului M 
ai segmentului PQ. 

3” Sá se sludieze si să se reprezinte grafie functia loc geometrie de la 22. 


| y 1 k 
R. 1° Interseciind cele trei drepte se obţin punctele P | —-, S y, Q| — EN 
IAk lek l— k 1— hj 
si A(t, 0). Aria lriunghiului PAQ (Grcplunglic în 4) este 
1 O 1 
1 k 
i ] A AR 1 k: 
Dee E lo Tk = —— k141i, (1) 
2 i i JI — k*j 
== — 1 
l=zk l-k 
22 Mijlocul M al segmentului PQ are coordonatele 
1 k 
g= —— p=—. (£Y 
1 — k: 1 — kz 


Locul geometric al lui M se află ciiminind pe k dintre relatiile (2). Prin împărţire se ob- 
fine k-= daz inlucuind această valoare în prima relaţie se obtine ecuaţia 
T 


z — ij} — r= 0. (3) 


[i na ci 1 
care reprezintă o hiperbalá echileteralá cu virful în punctul A E : o) şi semiaxele egale cu —. 
2 2 


y Das 1 Y 
Într-adevăr, (3) se serie si astíei [+ — a — y? — (5) = 0, sau 
-) .) 


dad 


la] 
ed 


37. Se dá hiperbola echilaterá a“ — y? =1 
rectangulare z0y. 

Se duce o dreaptă variabilă paralelă cu Ox si care intilneste hiperbola 
în A şi B şi se notează cu P si Q virlurile hiperbolei ; se uneşte B cu P şi 
A cu 0. Dreptele BP si AO se intilnesc în M. 

1% Se cere locul lui M. indicindu-se elementele principale ale acestui loc. 

2° Sá se găsească locul geometric al lui N, punctul de intersecție al drep- 
telor AQ si BO. indicindu-se elementele principale ale acestui loc. 

5” Să se precizeze poziiia curbelor obținute la 1 si 2, faţă de cercul cu 
centrul în O şi raza egală cu r, calculindu-se aria cuprinsă intre acest cere 
si cele două curbe. 


o 
» de 


, cu centrul în originea axelor 
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21 j 
e aie y? 


AREAS 
EN 4 
(7) 


2° Locul geometric al lui A este o elipsă simetric: cu aceea de la 1°, faţă de Oy. 
3° Cele două elipse sînt tangente interioare cercului a: + y? = m. 


€ .y 


27 
R. 1° Locul lui M este eclipsa — i = 0 u centrul în E o). 


Aria celor două eiipse este 


l 2 
aterra 3/3 
3V/3 


38. Se dau ecuaţia vty = 2 si punctele A(2, 2) si B(—2, —2). 

1° Să se precizeze ce curbă reprezintă această ecuaţie şi să se determine 
clementele sale (asimptote, virfuri, focare). 

2” Să se scrie ecualia tangeniei la această curbă în punctul CO, 1). 

3 Se consideră pe curbă un punct mobil M de abscisá p. Să se calculeze 
în functie de p distanţele MA si MB, apoi sá se verifice că Vl — MA = 
= const. Să se explice acest rezultat. 

4” Sá se determine intervalele în care k poate lua valori asltel ca dreptele 


— , iar aria cuprinsă între aceste elipse si cercul respectiv 


fascicolului y = —a + k să intersecteze curba zy = 2. 
5° Dacă k este cuprins în intervalele corespunzătoare atunci o cireaplă 
oarecare y = —x + k taie curba în două puncte P, si P,. Să se alle locul 


geometric al punctului P, mijlocul segmentului P Pa» cînd k parcurge inter- 
valele respective. 


R. 1° Curba reprezintă o hiperbolă echilaterală cu virful în originea axelor de coordonate, 
avind ca asimptote acesic axe, iar ca axă de simetrie prima bisectoare. 

2% Ecuația tangentei este de forma ty + Yax = 1, unde înlocuind seobţinez + 2y — 4 =0, 

32 MB — MA = 4. 

49 ke 100, —2 V2 U 12 Y2, 00). 
Locul este axa de simelrie a hiperholei, acică y = 2. 
39. Un dreptunghi variabil DED'E” este înscris într-un triunghi ABC fix. 
Luind baza BC si inállimea triunghiului ca axe de coordonate, se cere: 

1" Sá se afle locul centrului dreptunshiului (analilic). 

2” Sá se studieze variaţia arici acestui dreptunghi. 

O v . . : . PS 

3 Să se trateze punctul 1, si respectiv 2, cu ajulorul geometriei plane 
şi algebrei elementare (fără derivate). 


R. 1° Fie A(0, A), £(—?, 0), Cte, 0) virturile triunghiului ABC; avem: 


ecuația dreptei: AC: x/e + y/h— 1 = 0, sau 
hx + cy — ch = 0 (1) 
şi ccualia dreplei AB: hx — by + bh=0 (2) 


lie y =v ecuația dreptei ED paralelă cu Ox; găsim 


b(a — h c(h — 
E. a) npe a} Coordonatele punctului 7 de intersectie a diagona- 
1 l 


lelor ED” şi E'D sînt: 


— 


š « 
iar y = —. 
h h , 


21 +2), 1 | bla Sa h) c(h — a) | a (a — h) (b — () 
2 2 


2h 


Lacui iui 7 este 2hr — Ub — cui + (b — ©h= 0. (3) 
Este uşor de observat că dreapta (3) trece prin mijloacele înălțimii AO și bazei BC a triun- 
ghiulu: dat. 
ba — h) c(h — 2) Aa 


2 Aver EDS AA HAS (b +c) (R>«a), iar aria dreptune 
h h a 
„iniulu, ED) este 
x(h — axb + c 
În. 
a ES (5 ch 
maximul ariei (4) fiind S maz = — ° l 
h aa — 
3% Notăm BC =a, AO = h, AU = a şi avem: sia de unde ED = Herad 
ED h— a h 
Aria dreptunshiulu EDD E este 
ah — x a 
= ca x = — (hr — z’). (5) 
l h 
E i a ficos b h 
Funcția (3) — trinom de gradul a. doilea In — este maximă pentru t = — — = — 
20 ga 
at e Ă 
avînd în acest caz Ana, = — (jumătate din aria triungmului ABC), adică acelaşi rezultat 


oblinut la punctul 2, 


49. Pe o dreaptă care se roteşte în jurul unui punci fix P(a. 0) se consideră 
punctul A în care aceasta teje axu Oy şi un punct B ales astfel incit PA = AB, 
Se cere: 

P Să se alle locul geometric al punctului A7 de intersecţie a perpendicu- 
lare: în A şi AP cu paralela dusă lu axa Oz prin B. 

2” Să se demonstreze că cercul descris de MP ca diametru este tangenb 
în A axei Oy. 


R. 1. Ecuația dreptei PA este y = m(x — a), avem deci A(0, — ma), L(—a, —2ma). Ecu- 
atia dreptei RM este 


y = — 2ma (1) 
iar a dreptei AM este 
T 
y + ma = — —* (2) 
m 
Locul lui M se află eliminind pe m între (1) si (2). obţinem parabola y? = 4az (3) 


cu virful în O și focarul în P(a, 0). 
22 Cercul MAP are centrul in C(a, 2) unde'a şi B sint coordonatele mijlocului segmentu- 


a(l + m’) , MP am -1 
lui PM, aven % = sf iute AR p = — ma. Baza cercului este P e berea, 


2 2 2 


si deci ecuația 


acestui cerc este 


2 


1 4 mal: 2(m: z 
+ = ai ++ mas A 
2 d 


Suu 


x£? 4 1 — a(m*? + 1)x + 2may + m?a? = 0. (4) 


Pícind z = 0 în (4) obținem (y + ma): = V adică cercul este tangent la Oy în A; 
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41. Se dá un punct fix (a, 0) si un punct Mía, B) variabil pe parabola 
y? — 2px = 0. Se duce prin A o dreaptă paralelă cu tangenta la parivolá 
în M ; această dreaptă taie dreapta dusă prin focar şi M, în punctul N. Să 
Se ales 


1” Locul geometric al punctului N, 

2” Sá se arate că locul de la 1° trece prin A. 

3” Sá se afle elementele locului de la punctul 1°. 

4” Ecuația tangentei la acest loc dusă în punctul A, 


R. 1° Tangenta în M la parabolă are ecuația 


pr — By + pa = 0. (1) 
Ecuația dreptei ce trece prin A şi este paralelă cu (1) este 

) 
y= L(a i), (2) 

inn ; ` p P 
iar a dreptei MF este Bx + [E — a) y — pee = (3) 

2 2 
Locul lui N se află eliminind pe œ și f între (2), (3) si relaţia 8? = 2px (M se află pe pa- 
rabolă). Se obține cercul g 
z? + y? — prx 4+ap-— a@=0., (4) 


2° Cercul (4) trece prin A(a, 0) deoarece coordonatele lui A verifică ecuația cercului, 


3° Centrul cercului (4) este în C (= o) iar raza T = a — is AF. 
l 2 


9 


a 


4° Ecuația tangentei la cere în A este r — a = 0, ceea ce era de așteptat, centrul cer- 
cului fiind pe Oz. 


42. Se dă un punct fix A (a, 0) şi un punct mobil M(~, B) pe parabola y? = 4z 
și se cere să se afle: 


Elementele principale ale parabolei. 

Ecuația tangentei la parabolă în punctul M. 

Ecuatia dreptei care trece prin A și este paralelă cu tangenta de la 2”, 
Ecuatia dreptei care trece prin focarul parabolei si prin M. 

5” Locul geometric al punctului N de intersecţie al dreptelor 3 gi 4°. 
Să se demonstreze că locul geometric aflat este un cerc care trece prin A. 
6” Sá se scrie ecuaţia tangentei la cerc în punctul A. 


A UN e 


R, 1° Focarul parabolei în F(1, 0), virful parabolei în originea axelor, Oy tangentă în virf, 
z+ 1=0 ecuația directoarei. 


2° Tangenta în M : 2x — By + 2« = 0. (1) 
9° Ecuația dreptei ce trece prin A şi este paralelă cu dreapta (1) este: y = A (1-- a), (2) 
3 
x y 1 
4° Ecuația dreptei MF este | y B 1|=0 
1 0 1 
sau dezvoltind : 
Bz + (1 —ay-ßB=0. (5) 
16 — Culegere de probleme de matematică — cd, 1 


5 Locul lul N se află eliminind pe u şi B intre (2), (3) și relaţia B! = da, (4) 
(punctul M se află pe parabolă). 


ea 27 — Ut — 1 z 
Din (2) se scoate £ = ALS si se introcuce în (3) ovţinind a = ax — Oír — D+y > 
y* 
Înlocuind apoi pe a si B în (4) se obţine cercul 
at + y? — 2x — at + 2a =0, (5) 


Introducind în (5) coordonatele lui A se verifică imediat că A se află pe cerc. 

Centrul cercului (5) est. în C(1, 0), adică îm focarul parabolei, iar raza r = a — 1 adică 
r= FA. 

6° Tangenta în A la cerc este dreapta x = a, ceea ce se putea prevedea, căci centrul cere 
cului este pe Or. 


43. Fie o parabolă cu virful în originea axelor de coordonate, tangentă la 0y 
şi care trece printr-un punct M variabil al curbei (C) “xy = al. 

1% Considerind triunghiul format de punctul M şi de punctele A si B în 
care tangentele în M la cele două curbe tâie axa Ox, să se studieze variaţia 
ariei sale, cînd A7 descrie curba C. 

2° Să se afle locul geometric al ortocentrului triunghiului de la 1. 

3 Dacă M' şi M” sînt punctele in care o secantă fixă oarecare trecînd 
prin origine, taie cercul circumseris triunghiului MA B, să se arate că pro- 
dusul OM':0M"” are o valoare constantă, cînd M se deplasează pe curba C. 


, 2 
R. 1° Considerăm parabola y? = 2px şi punctul M [> =) -un punct variabil pe (C). 
a 


2 
Ecuația tangentei în M la (C) este de forma xr, + yy, = 2a* sau după inlocuire Esa z 4 ay = 
o 


= 20: ; se pune condiţia ca parabola să treacă prin M și se scrie apo. tangenta in M la para- 
bolă. Rezultă uşor apoi punctele A(2x, 0), B(—«, 0), aria triungniului ABM fiind S a 


3a: 
ma — = constant. 


2 3 
2° Ortocentrul H are coordonatele zv =a si y = es locul lui H fiind cubică y == 
ai 
= — x. 
at 


3° Cercul ce trece prin A, B, M are ecuaţia 


EE iulie ele y — 2a! == 0 


aa 


și intersectind acest cerc cu dreapta y = mx se obţin cuordonatele punctelor M’, M”; 
Rezultă apoi OM''OM” = —2a2, 


44. Fie A şi B două puncte situate pe o parabolă cu virful 0; proiectăm 
punctele 4, B în A”, B' pe tangenta în vîrf la parabolă. 

P? Fie 7 simetricul vîrfului O față de focarul F şi C' mijlocul segmentului 
A'B’. Sá se arate că dreptele AB, C'I sînt perpendiculare. 

2 Dacă punctele A, B sînt mobile pe parabolă, iar intersecţia dreptei AB 
cu tangenta în virf, este un punct fix, sá se arate că intersecţia dreptelor A B', 
:4'B descrie o dreaptă care trece prin vîrful O. 
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3 
R. 1° Se poate considera parabola y? — 2px = 0 şi punctele 4 (E. n); ¿e n) I(p, 0) 
2p 2p ' 


i 
A'(0, y), B'O, y.) si C o. ar acesta fiind mijlocul segmentului A’ B’. Se arată uşor că 
IN 4p Me] + 1 = 0. 


2° Fie punctul fix P(0, k); dreapta PAB are ecuația y — k = àz ; unde > este un para- 
metru variabil real. Coordonatele punctelor A și B se află rezolvind sistemul formal din ecua- 
tia dreptei PAB şi aceea a parabolei date ; se scriu apoi ecuaţiile dreptelor A'B, AB! şi se dee 
termină coordonatele punctului M de intersecţie a acestor 2 drepte: 
k? pk 


Y u = 


Xp — AM) ` p— dk 


Ty = i 


Eliminarea lui A între aceste 2 relații conduce la ecuația locului căutat, car. este dreapta 
2px — ky = 0. 


45. Într-un sistem de axe perpendiculare se consideră parabola (P): y? = 2x. 

° Să se exprime abscisele punctelor de intersecție ale acestei parabole 
cu cercurile Cíz y de ecuație 2% + y? + 2ax ws b = 0. 

Ce relație trebuie sá existe între a și b pentru ca un cerc Cia, œ Să fie bi- 
tanzent la (P)? Sá se scrie această 'ecuaţie sub forma b = f(a). 

Presupunînd că cercurile Cie: £? + y? + 2ax + f(a) =0 sînt bitan- 
gente, ce inegalitate trebuie să verifice a pentru ca punctele de contact să 
existe efectiv ? 

2° Să se scrie ecuația absciselor punctelor de intersecție ale lui (P) cu 
cercurile Dim) : 2? + y? + 2mx = 0. Ce se poate spune despre punctul de 
intersecție fix ? Să se găscască cercul comun al celor două familii Cie) $1 Dim)» 


R. 1° Abscisele comune cercurilor Ca,ẹ şi parabolei (P) sînt rădăcinile ecuației x? + 2(a + 
+ tx + b= 0. Condiţia ca Cia, p) Să fie bitangent parabolei (P) este b = +(a + 1) = f(a). 
Din x? + y? + 2ax + f(0) = 0 si y? = 2x rezultă t? + 2(a + 1)r + (a + 1) = 0. Punind con- 
ditia ca discriminantul acestei ecuații să fie > 0, rezultă inegalitățile a(a + 1) > 0 şi (a + 1) 
(a + 2) 30, de unde a(€ —œ, —2)U[0, œ)U {—1}. 

2° Ecuația absciselor curbelor Dem) si P este r? + 2(m + 1)x = 0, punctul fix de inter- 
secţie fiind originea axelor de coordonate. Cercul comun familiilor de cercuri 22 + y? + 2mx = 0 
şi x? + y? + 2ax 4 (a+1)=0 este r? + y? — 2r = Q. | 


46. Fie y? = 2px ecuaţia unei parabole cu vîrful în originea axelor de coor- 
donate. Dintr-un punct M variabil pe parabolă se duce o perpendiculară MP 
pe tangenta în O la parabolă. Se notează cu D intersecţia directoarei cu axa 
parabolei, se uneşte P cu focarul F şi cu D, apoi se duce perpendiculara PQ 
pe OM. Se cere: 

1* Locul geometric al punctului de întilnire al dreptelor PF şi OM. 

2° Locul geometric al punctului de întîlnire a dreptelor PD şi OM. 

3” Locul geometric al punctului Q. 

R. Se ia M(«, 83), un punct variabil pe parabolă, ecuaţiile dreptelor PF şi OM sint: 


231 + py—ap=U si Br — ay =0. 
Locul intersecţiei (PF, OM) este elipsa 


4x? + y? — 2pr = 0 sau 
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locul intersecţiei (PD, OM) este hiperbola 


3 2 
4r? — y? — 2px = 0, a e E, 


Bl py 
4 2 
far locul geometric al punctului Q este cercul 
T? + y? — 2pr = 0. 


47. Se dau dreapta (D): z + 2y — a = 0 şi curba (C) : 32* 4- 4qy? — 12 = 0; 
se cere: l 
1? Să se determine x astfel ca dreapta (D) să fie tangentă la curba (C). 


2° a fiind astfel determinat, să se scrie ecuația tangentei la (C), paralelă 
cu dreapta (D) şi să se arate că produsul distanțelor de focare ale acestor tan- 
gente este același. 


3” Știind că dreapta (D) este tangentă si la parabola y? — 2px = Q, să 
se determine parametrul p. 

4” Tangenta la această parabolă în P(u, f) taie axa Oy în M ; se cere 
locul geometric al centrului cercului circumscris triunghiului OPM. 


R. 1° Scriind că sistemul format din ecuația dreptei (D) şi a cercului (C) are soluții con- 
fundate, se obține x = 4+4. Pentru cele 2 valori ale lui x corespund dreptele x + 2y + 4 =0, 

2° Produsul distanțelor celor 2 focare ale elipsei, la dreptele (D) este același d'd, = 3 = 
= b?, unde b este semiaxa mică a elipsei. 


3° p = —2. 
4° Tangenta în P(e, B) la parabolă are ecuația By = —(x + «), iar punctul M are coor- 
donatele z = 0 si y = s 


g 


Locul geometric al centrului cercului circumscris triunghiului OPM este parabola y?=-— 


e + 1), cu virful in (—1, 0). 
2 


F 48. În planul axelor rectangulare rOy se ia un punct fix A(O, a), prin care se 
duce o secantá variabilă ce intersectează pe xx" în M. Prin M se duce o per- 
pendiculará pe 4 M. care inlilneste pe yy’ în N. Se cere: 

1° Locul geometric al centrului de greutate G a triunghiului AMN, cînd 
secanta ce trece prin A se roteşte in jurul acestui punct. Sá se construiască 
acest loc, 

2” Care este locul geometric al lui G' obţinut asemănător cu G, dacă în 
locul punctului A se consideră punctul B(a, 0)? 

3° Ce legătură există între cele două locuri geometrice determinate la 
pct. P şi 2? 


9 
R. 1° Locul geometric al punctului G este parabola y = — a+ L . 2 Locului lui G’ 
a 3 
3 a 
este parabola z = — —y: + —. 3° Graficele celor două locuri sînt simetrice în raport cu 
a 3 


prima bisectoare a axelor de coordonate, observind că cea de a doua funcţie este inversa pri- 
mei funcţii, 
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Fs, Pe parabola y? = 2px se consideră punctele A, B, C de ordonate a, h, c: 
Punctele 4”, B', C' sînt virfurile unui triunghi formate de tangentele în A, 
B, C la parabolă. Se cere: 

1° Coordonatele punctelor A”, E, C. 

2° Aria triunghiurilor ABC şi A'B'C', stabilindu-se şi relaţia ce există 
între aceste două arii. 

3” Notind cu G si G' centrele de greutate ale celor două triunghiuri, să 
se arate că dreapta GG' este paralelă cu axa parabolei. 


; GP ia « 
4° Pe dreapta GG se ia un punct P astfel ca E ate 


aria A B'C' 
că punctul P este pe parabolă. 


R. 1° Maa] pe ea: e lao) 


2p 2 2 2 lap" 2] 
, 1 | 
20 Aria (ABC) = | — (a — b)J(b — c)(e — a), cria (A'B'C') = aria (ABC), 
4p | 2 
2 p2 z li -L E 
o ai +c e A 
6p 3 6p 3 

, (a+ h+c) a+b+c 

1 ap sa ps 


18p 3 
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